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HAUPTAUFSÄTZE 


Über Grundwasserströmung. 
(Abhandlungen zur Hydrodynamıik Il. 


Von @. Hammel in Berlin. 


I. Einführung. Die Feldgleichungen. 2, Randbedingungen. 3. Zwei einfache Bei 
spiele, 1. Die Randwertaufgabe. 5. Die Bestimmung von m, m’, m", m’, mV, 
I 
e ; dt 
Lösung der Aufgabe. ‘. Das Integral vet), FR Ss. Verhalten von !"(z2) an 
2 
den singulären Stellen ABUDE. 9. Nachweis der Richtigkeit der Lösung. 
10. Die Ergiebigkeit. 1/1. Bestimmung der rg a,b. C aus den gegebenen 
Längen. 12. Beweis des Satzes aus Nr. 11. . Fortsetzung. U. Nachweis der 
Eristenz der Kurven . 6], x beliebig im Felde V<B<mw,. B<za<x, 
I | hi 
I 
a ’ } lt 
14. Nachweis über das Verhalten des Integrals y(t) 25 an den Stellen» =4 und ==1. 
m 
15. Analytischer Nachweis dafür, dab die ganzen Zahlen m, m’, m’, m”, m!\ aus Nr. 
null sein müssen. 16. Über die numerische Durchrechnung. 17. Das Hodographenbild 
für einige andere Fälle. 18. Verlesserungsverfahren zur Vermeidung der unendlichen 


Werte der Geschwindigkeit am Rande. 


1. Einführung. Die Feldgleichungen. Wir gehen von der Annahme aus, daß der Wider- 
stand, den langsam strömendes Wasser im Boden (Sand) findet, der Geschwindigkeit pro- 
portional und entgegengerichtet angenommen werden darf’), mit anderen Worten, wir stu- 
dieren, ohne auf eine Kritik dieser Annahme einzugehen, die Differentialgleichungen 


a ee tg 
dv p 

grad| pi Be 5 >32. 
dt 7 19 EN 


I, Dareys Filtergesetz. Für die ältere Literatur siehe: Enzyklopädie der Math. Wiss. IV, 3, Nr. 20; Foreh 
heimer, Hydraulik; das gleichlautende Lehrbuch von Forcehheimer: ferner die Aufsätze in den verschiedenen 
Handbüchern der Physik: Geiger-Scheel, Band VIL, Hopf, Ss. 116/117; Auerbach-Hort, Bd. V, Nemenyi, 
S. 1097—1122. 
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wobei » den Vektor der Geschwindigkeit, p den Druck, «u die konstant angenommene Dichte, 
y «ie Anziehungsbeschleunigung der Erde, » eine positive Materialkonstante bedeuten ?). Wie 
sie von der Beschaffenheit des Bodens abhängt, bleibe unerörtert. Gl]. (ID) bedeutet die mit 


“== eonst verbundene Volumbeständiekeit der Flüssigkeit, —, die materielle Fluxion. Die 


lt 
Achse ist nach oben gerichtet angenommen. 
Wir frageen insbesondere nach Potentialströmuneen : 
Ey 2 > Bear ae a Ne 5 


Solche sind möglich, da jedes Glied von (11) ein Gradient wird und daher Integration von (II) zu 


üR Pe ) i 
* Br - Iyrrg a 


mörlıch ıst. Man kann nach der Methode von Helmholtz leicht beweisen, daß alle wirbel- 
behafteten Bewerungeen zeren eine Potentialströmung konvergieren müssen, 


indem aus (II) folet 
d 5 E 2 
dt. vr dr —4v (D r dr (0) 


(Integrale erstreckt über irgendeine geschlossene Kurve), und daher bei festgehaltener Materie 


lım Prar u). 
t>+x% 


lın allgemeinen dient (IV) zur Bestimmung des unbekannten Druckes. Doch kann am Rande 
des Gebietes p gegeben sein; dann wird aus (IV) eine Randbedingung. 
y. - > . e ' y Ö Fi = 
Wir beschränken uns nun auf stationäre Probleme, so daß aus (IV) das N fortfällt 
( 
und € eine reine Konstante wird. 


Ferner nehmen wir ebene Vorgänge an, so daß wir wegen (I) und (III) ein komplexes 
Potential 
fe)= fe tiy=gp +tiy 


mit als Stromfunktion haben: es ıst dann der komplexe Gesehwindigkeitsvektor 


f 


z a 
und aus (IV) wırd 
| ) 2 
5 (u +v)+ - Foy+tro=(C. .... > Er = 


Jetzt nehmen wır eine sehr starke Vernachlässigung vor. Unter der Annalıme, daß die Be- 


5 (m’—+v?) als sehr klein gegen vp an und ver- 


weeune sehr lanesam erfolzee, nehmen wir 
nachlässigen es in (IVa). Daraus wird jetzt 


- EEE a Er a . (IVb\. 
Diese Vernachlässieung wird sieh rächen, damit nämlich, daß unendlich große Geschwindig- 
keiten auftreten werden. Das müssen wir in einem bescheidenen Umfang in den Kauf 
nehmen, ebenso wie die Elastizitätstheorie trotz der Annahme sehr kleiner Verschiebungen an 
sineulären Stellen unendliche Verschiebungen zulassen muß. Wır werden aber das Auftreten 
soleher Singularitäten auf das Äußerste, Unvermeidbare einschränken und an der betreffenden 
Stelle nachweisen, daß bei Benutzung der streneen Gl. (IVa) das Unendliehwerden der Ge- 
schwindigkeit ausgeschlossen bliebe. 

Abgesehen von einigen exakten Lösungen in der älteren Literatur, die zu Funktionen 
das passende Problem suchen, sind uns strenge Behandlungen eines entsprechenden natur- 
gegebenen Randwertproblens nur aus wenigen Veröffentliehungen bekannt geworden: Die 
wichtigste ist die der Herren Hopf und Trefftz*), weiter eine kurze, nur einleitende Notiz 

°"), In der Literatur wird meist . k gesetzt, Unser r hat die Dimension einer reziproken Zeit, kA die einer Ge- 
schwindigkeit. 


', Hopf und Trefftz: Grundwasserströmung in einem abfallenden Gelände mit Abfanggraben, ZAMM Bd.|. 


I0»P2 SS, 90/98, 
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von Herrn Weinstein?®) Wesentlich elementarer, weıl nur mit unseren Randbedingungen 1. 
und 2. (Nr. 2) behaftet, ist die Aufgabe, die Warren Weaver’) behandelt. 

Über die Methode von Hopf und Trefftz siehe den Zusatz am Schluß von 3. Meine 
Methode ist eine ganz andere. Ich führe das Problem auf die erste Randwertaufgeabe der 
Potentialtheorie in der Hodographenebene (r, »-Ebene) zurück und gebe in zwei einfachen 
Fällen die strenze Lösung, wobei allerdings die Modulfunktion gebraucht wird. 


2. Randbedingungen. An solehen kommen für uns in Frage die folgenden vier: 

I. Undurehlässige Schicht: .(s), „(s) festgegeben. s die Bogenlänge, linksherum 
um das als einfach zusammenhängend angenommene Gebiet positiv gerechnet. Damit liegt 
der Winkel aus 

dx dy 


cvosa, sın 7 


ds ds 


fest. Der Rand wird als stückweise analytisch angenommen. Die undurchlässige Schicht 
muß Stromlinie sein, also längs ıhr 


/' = CoNnst, 
Ferner 
ro, Oo. 
u cos a. v sın @. 


Os 08 
Ist die Schicht gradlinig, so gilt v»:u=sina:cosa, d.h. das Bild der Schicht 
in der «, v»-Ebene ist dann ein Stück der Graden dureh den Nullpunkt, 
parallel zur Schicht. 
2. Angrenzendes, fast ruhendes Wasser (Abzugsgräben, abgesperrte Wasser- 
beeken usw.). Hier kann das statische Gesetz 


) 


+ gi const 
u I 


angenommen werden, also muß an der gemeinsamen Grenze nach (IV b) sein 
7 onst. 


Mithin steht die Geschwindigkeit auf diesen Grenzen senkrecht. Ist die 
Grenze insbesondere geradlinig, @a=const, so ist das Bild unseres Hodo- 
eraphen wieder eine Grade dureh den Nullpunkt, aber senkrecht zu der 
Richtung der Grenze. 

Da an einem Endpunkt einer solchen Strecke die Geschwindigkeit unendlich werden 
wird, wollen wir nachweisen, daß bei Annahme der strengen Beziehung (lIVa) das 
Unendlichwerden ausgeschlossen ist. Es gilt jetzt nämlich 

Be - 
„(u+v) rg ( 


oder mit m=-+] u” + r” nach Differentiation nach s 


ow 0g a 
T +V 
os "7 ®s 
RT a ui I üR, 
Nun ist | die Geschwindigkeitskomponente in Richtung von s. Also | m cos p, 
0sS . 0sS 
wenn 5 den Winkel zwischen » und der Grenzkurve bedeutet. Mithin 
Om ih 
TvCcos DD = 3 
RS | 
Om z ’ u 
Daraus aber |, == r, also bei endlicher Länge der Grenze auch » beschränkt. 
Os 


3. Freie Oberfläche (d. h. im Boden grenzt die wasserführende Schieht an eine 
lufthaltige Schicht, in der wir atmosphärischen Druck annehmen). Hier gilt 


p= eonst, 
also nach (IV b) 
yy+rrpy=t 
1), A. Weinstein: Sur le mouvement d’un Aluide A travers un passage permeable. Rendieonti della R. Ace. 
naz. dei Lineei. Vol. XIV, serie 6%, 1931. 


5) Warren Weaver: Uplift pressure on Damıs. J. of Math. and Ph. Vol. XI, No. ?, 1932, Mass. Inst. of 
Teehn, Press. Hier noch weitere Literaturangaben. 
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= Mr 0 
Differentiation nach s zibt wegen i sin a 
(S 
n 04 0 
qsina-ı 
‘f pr 
op 
und nach Multiplikation mit 
r N 
u 
ı4ı ) w) 
/ 1 


Nun ist aber ım stationären Fall eine solche Grenze Stromlinie. also 


z 7 CONSst, 
Daraus folet wieder, daß 
7 
| \ 2, Ni / 
ist, danach eilt 
! 
„H "7 — J ! 0) 
= 
oder 
I y ıy | 
Hu ft > : e k. 


Das Bild in der «, »-Ebene ıst ein Kreis dureh den Nullpunkt mit dem 

" I y | 
Mittelpunkt inu=0, r = = ak, 

ve r ji 

I. Siekerflächen. Es wird sich zeigen, daß in vielen Fällen, jedenfalls bei unseren 

Beispielen und, wie wir glauben, auch ın dem Fall von Hopf und Trefftz noch eine vierte 

Art von Grenze anzeenommen werden muß: es sıckert Wasser aus der wasserführenden 

Schicht in die freie Atmosphäre durch, wo kein Boden ist, aber auch kein Wasser. (Doch 


> 


siehe (den Zusatz am Schlusse von 3.) Hier ıst wie in 3 
p=const, 


aber nicht y==const. Dafür ist die Fläche (Kurve in der z-Ebene) bekannt, d.h. man kennt 


dr h dy : £ h 
cos A ‚ sina . Wegen p==const gilt auch hier 
(ds (ds 
® 04 
ysına—r 0 
/ Os 
a \ a7 h a : 
Ks ist aber her 5; nicht die volle Geschwindigkeit, sondern nur die Komponente in der 
s-Riehtung, d. h. 
ur ; 
x NCOSAa-—r sind. 
(8 
Folglich gilt für die Siekererenze 
( : ; 
SINGd TH UCOSAaA-—- "SINn a v. 
” 


Ist die Sıekererenze eradlıniıe (@«=ceonst), so ıst ıhr Bild in der «u. v-Ebene 
auch eine Grade. senkrecht zur Siıekererenze. Diese Grade eeht dureh den 


/ ief | 
Punkt wu=0O, v 5 d.h. dureh den tiefsten Punkt des in 3 auftretenden 
Kreises. 
Da |v x an der Grenze von Sickerstreeke und Wassergrenze auftreten wird, ist es 

wichtig zu betonen, daß bei Annahme der exakten Gleichung 

gr : 

stur) gytrg = const 
das Unendlichwerden unmöglich ist. Denn aus w= »;, folgt dureh Differentiation 

Om 
T + gsina-tr(ecosa+rsina)=V, 


(\ N 
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DIE u 
Also w 5 qg-+rmw, also für hinreichend große 
(8 
Om 
v+1, 
OS 


so daß beı endlicher Länge der Sıckerstrecke auch w endlich bleiben muß. 


3. Zwei einfache Beispiele. a) Horizontale undurehlässige Schicht. Darüber im Unend- 
lichen ruhendes Wasser in durchlässigem Boden. Ein Graben wird senkrecht bis zur undurch- 
lässieen Schicht getrieben, das zuströmende Wasser abgeführt, so daß ein stationärer Zustand 
eintritt. Aus Svmmetriegründen zerfällt das Gebiet in zwei entsprechende. Nur die Hälfte 
ist gezeichnet. 








1 
vor 
/ 
RS co 
RS 
nee 





ee ER HEERES 


u TUR 


4E undurehlässige Schicht, Der zugehörige Hodograph. 
‚IB Wasserrrenze, 

BC Siekerstrecke, 

U D freie Oberfläche (im Boden). 


Satz: Der Hodograph muß das aus der Theorie der Modulfunktionen be 
kannte Bild rechts sein: ein Kreisbogendreieck mit den Winkeln null, eine Eeke ım 
Unendlichen (« >—+ x). Die gesuchte Funktion f’(z2) muß das mit strömendem Wasser lınks 
erfüllte Gebiet ABC DEA auf das Gebiet rechts A’ B’C', D'’= E’, A’ antikonform (d. h. mit 
entgegengesetztem Vorzeichen des Winkels) abbilden. Es ist ja 


u—iv=f’(e),, vtiv=f'(e). 


Beweis: Nach 2 kommen für die Begrenzung rechts nur Stücke des Kreises als Bild 


( 
von DC, Stücke der w-Achse als Bild von EA und AB und Stücke von v „. als Bild 
= Vv 

der Sickerstrecke ! B in Frage. In der Reihenfolee 4’ B’ 0’ D’ E’ A’ müssen diese Stücke 
eine geschlossene Figur ergeben. Daß E’--D’=0 sein muß, folgt aus der Annahme, daß 
das Wasser links im Unendliehen, d. h. für z>x ruhen soll. Der Rand kann nur einmal 
durchlaufen werden, da nur eine freie Oberfläche DC da ist. Es muß also jedenfalls ın 

N y’ 


0=E’=D’ nach der einen Seite ein Kreisstück 0 0’, nach der anderen Seite ein Stück 0 A’B 
angrenzen. Das gibt im ganzen vier Möglichkeiten (I, II, III, IV, Abb. 2): 


er or ern T77 


/ Y 1 





Abb. 2. F irgendein Punkt auf E14, F’ sein Bild. 

Die Fälle III und IV kommen wegen des verkehrten Durchlaufungssinns nieht in Frage, sıe 
geben die Möglichkeiten für das oben erwähnte Spiegelbild unserer Aufgabe. Also bleiben 
nur I und Il. Annahme II würde für DC negatives « und negatives v ergeben, während 
auf EA w positiv bliebe. Die Strömung müßte so aussehen (Abb. 3): 


/ 
GG / V=[ A ” A j 


\ ei. /' 5 un U + ——  — 
U 0 co dA as ’ 
. fr; A 
„er 
’ re 5 | r 
e d 
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Ob sie mathematisch möglich ıst und physikalischen Sinn hat, mag hier 
bleiben. Wir schließen sıe als unserer Aufgabe fremd hier aus. 
Also bleibt nur Fall I übrige. Der Randtorso F’O0C’ muß nun geschlossen werden. 


unerörtert 


Das 


kann mit oder ohne Stück der Graden ® eeschehen. also mit oder ohne Sickerstrecke. 


> 

Es gibt danach wieder vier Möglichkeiten: 1. Die oben skizzierte: mit Siekerstrecke. 
Schluß für e=+x. 2. Schluß mit einer Siekerstrecke, auf der wenigstens teilweise u < 0 
ist und e—>— x. 2. Ohne Sıckerstrecke: als Bild ist die ganze u, v-Ebene zu betrachten 


mit dem Sehlitz 1’ .170 0’ MM, der als geschlossene Kurve aufzufassen ist (Abb. 4). 
Dabei kann noch L’ im Endlichen oder im Unendlichen liegen. 


M’ CO’ irgendwo auf 
dem Kreis. 


Der Fall 2 würde bedeuten, daß längs der Siekerstrecke vorwiegend u <0O ist. 


Das ist 
durehaus denkbar. würde aber Einsıekern 


bedeuten, etwa durch einen kräftigen Regen- 
schlag eeeen die Wand € B verursacht. Auch diesen Fall wollen wir als fremd 


unserer 
Aufzeabe ausschließen. 


Ks müßte überdies noch, aus eleieh zu erörternden Gründen. in B eine 
(Juelle angenommen werden. 


Wende Betrachten wir also noch den Fall3 und zuerst den Unterfall, 
N #6 wo //, dem das Maximum von « entspreche, im Endlichen liegt. 
2) f, we Dann entspricht u ir x ein wohlbestimmter innerer Punkt 
u ar der z-Kbene, und das wäre dann eine Senke Das Bild der 
$; - | Strömung wäre dieses. 
— . @ Dem Punkte M’ (Cr) ein Maximum auf der freien Oberfläche) 
E msn. entspricht dort ein Wendepunkt der freien Oberfläche. B und € 
4 fallen zusammen, und ihre Bilder nach 0. 1’ entspricht dem 


Punkt /, auf der Sohle, wo « ein Maximum hat. 

Auch diesen durchaus denkbaren Fall wollen wir als fremd unserer Aufgabe ausschließen. 
Der letzte Fall: 7 - x würde nur heißen, daß Z, nach ZL rückt, die Senke also auf den 
Rand. (4 könnte auch auf IB hiegen!) 

Also bleibt nur unsere Annahme übrige: es muß bei Ausschluß einer Senke eine 
Siekerstrecke geben’). 

Gewissermaßen reduziert die Annahme einer Siekerstrecke das unumeängeliche Unend- 
liehwerden der Geschwindiekeit auf ein Minimum. Auch sehon die Annahme « —0 würde 
eine Siekerstrecke verlangen. 

Auch der noch denkbare Fall, daß Verzweigungspunkte f”=0 da sind, daß aber in 
den anderen Blättern teilweise kein Rand vorhanden ist, fällt mit der Annahme, daß keine 
Quellen und Senken im Innern vorhanden sein sollen, und auf dem Rande das Unendlich- 
werden auf «das denkbare Minimum eingeschränkt werde, d. h. auf den Winkelraum null 
unseres Kreisborendreiecks. 

Dieses unvermeidliche Unendlich der Geschwindigkeit tritt im Punkt B ein. Wir wissen 
aus den Überlezungen der vorhergehenden Nummer, daß es eine Folge der Vernachlässigung 
in (IV a) ıst. 

b) Horizontale undurehlässige Schicht, darüber ein Erdwall mit senkrechten Wänden, 
der ein höher gelegenes Becken von einem tiefer gelegenen trennt (Talsperre). Herr Wein- 
stein behandelt dieses Problem, nur daß er die Wände irgendwie schräg annımmt. 











Abb. sa und 6b. 


IB untere Wassergerenze, BC Sickerstreeke, DC freie Oberfläche. DE obere Wasser- 


erenze, EA undurehlässiger Boden. Nach den Resultaten von 2 gehört dazu in der «, #-Ebene 
wieder die Modulfigur. 


In A muß wieder die Geschwindiekeit unendlich groß werden. Daß 
dieses der einzig mögliche Fall ist, wenn wir unnötiges Unendliehwerden (Senken und Quellen 


#%) Das stimmt mit der Erfahrung. Siehe: den zitierten Artikel von Nemenvi, S. 1110/1111. 


Versuche von 
K“hrenbeın reYy, 


PP 
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im Innern und auf dem Rande) ausschließen, folet ebenso wie vorhin. Es gibt keine Ver- 
zweigungspunkte, d. h. f’ (2) ==. 

Herr Weinstein hat die Siıcekerstreeke nieht. Wenn ich aber einen mündlichen Vor- 
trag von ihm richtig verstanden habe, kommt er zu dem Resultat, daß dann eine physikalisch- 
brauchbare Bewegung nicht möglıch ist. Zusatz bei der Korrektur. Eine von Herrn 
v. Treuenfels auszeführte Studienarbeit hat weitere Klarheit gebracht. Fehlt, wie bei den 
Herren Hopf und Trefftz die Sickerstrecke, fallen also die Punkte B und € zusammen, so 
muß das Ufer des Abfanegrabens überhängen. Denn DC ist eine bei U geneigte 
Stromlinie, die auf AB in B senkrecht stehen muß. Da die beiden Autoren die Gestalt «des 
Abfanggrabens aus einer anderen willkürlichen Annahme berechnen, die Neigung von DE ın 
(' sehr gering ist, sieht man in der Figur das Überhängen nicht. 


4. Die Randwertaufgabe. Da f” (z) nirgendwo null ist im Innern, können wir setzen 


r und 9 sind dann im Innern des nullwinkligen Kreisbogendreiecks reguläre harmonische 
Funktionen. Es gilt also insbesondere 


19 u 0) 0 
! en ii - 
ou? 0° 
Wir werden zeigen, daß wir für # die Randwerte angeben können. 

Zunächst die Bedeutung von 9. Es ist die Geschwindigkeit u ir. ij fl2). 
also die Beschleunigung 
df’(2) df(z)dz [Z} . .+ . rIBwz 

(z)(w +ıy) (2) -J (2). 
Af dz di / ( y)=] / 


" N D x IN = 


Also ıst 





| f (2) mei" m 


Tr j En eilt» +) 
(ie) w—iv be-i* 5b 


wenn wir f’ (2): un -ir weit (w>V), un +iü=bei/ (bh >V) setzen. 
co» ist der Riehtungswinkel der Geschwindigkeit, z der der Beschleunigung. Mithin ist 
J»em-+%, =In w — Ind. 
Wir gehen die Grenzen einzeln dureh. 
Il. Undurehlässige Schicht: y' = const. 





0g OP . Op. | 
" cosa, v sın a, n—ırn et‘ Kwe”®, 
Os Os Os 
| . 00 ‚00 
Also m» =a+nnz, n grade beı > >—, ungerade bei >. <o0; de+idy dseli®“, Also ıst 
(8 [DER i 
2) ZT idw di+mwe-'*®) [dw de | 
> - en — + 0e-:1 rim . 
I de+idy dse!‘ 4 \ds ds) 
.. da 
Ist die Schicht geradlinig, so ist V und 
; (IS 
(>) ..dw er Oy dm 
z + et ,„. also et sıen | \e ’- 
/ u ds os ds 
( | 4 Q Y) div 
"=2a+ nn, n grade, wenn sien| 
os ds 
04 
Th 
Os 
! , h A fi dan z , 
In unseren beiden Beispielen ist a0, "od, Od. also 9 2 ma. 
Os (ls 
, dr dy 
2. Wasser serenzeg CONSst, Cosa ..sın a - eeveeben. uw= tet Na, 
(ds ds 
" Tmwceosa, u ir—=+m(sina icosa) £ imeli“,. Das obere Zeichen gilt, wenn die 


Richtung von " geren die von s nach rechts gedreht ist. 
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AR din I") (dir + im da) e! el A d Th 
/ (2) e N £ + | IR L.3 
dir ı) ds et \ (ls ds} 
FE dc n 
Wenn wieder die Grenze eradlınie ist, 0), so eılt 
(IN 
.. ‚dw dm ae Ä g 7 
/ 2 +4 t e °. niso?: NIT, . 
, ds ls > o|l 
h er ; m 
» ist erade, wenn die Riehtunze von vr gegen die von s nach rechts gedreht ist und VO ist. 
(IS 
ch ‚\bi dm 
Bei unseren Beispielen ist an der Ausflußstrecke 1P » nach rechts zedreht und >), 
(IN 
\lso ıst » gerade, also 
Jı 
‚) = ramn of 
: 4 ; . . - er ‚ dıw 
lın zweiten Beispiel, längs der Eintrittsstrecke DE, ıst vr nach links gedreht und >0, also 
ds 
n ungerade. Also eilt hier 
7 | 
ı) = -2 mV rm. 
3. Freie Oberfläche. Hier gilt wieder y = eonst und deshalb u — ie = + we '“ mit 


wenn die Gesehwindiekeit in die Riehtune von s fällt. Ferner aber wird 


4 
Ti ev ı 
2 
WOLAS 
7 d (B 4 
nd dv 4 Ar ). oder du I" 
Jy Iy 
\ 
Br .dy " 
folet. Mithin ist. weıl Ist, 
d.r H 
| | / | / 
0. / u iu 
din ir) Ir H 9.) dv Iy 
/ d(e--tiw) d» ® dr u —-+-ıv 
I+1ı 
u 
was sich nach Erweiterung mit « ir zu 
‘f | ‘ 
-) ® ’ ) . 
Jur H il: " " 
.: dr Iy | 3) | 
/ d.r (/ I 
) 
berechnet. 
i 
FEED ER Setzen wir nun entsprechend der Kreisgleichung 
1. a .Yy 
> H s- emy — BIN -- 0085 
I) ) > I 
‘/ Ei 
en 1 - (| COS) sın° > 
, i ’ zZ 


ein. so bekommıen wir nach leichter Rechnung 





Zw 
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Also ist hier stets 





[4 u 1 
ı) ay run, 
dv. y 
n grade, wenn mu <o, 
d.r ö 
R i 1 De Ir dr dv. y 
Nun ist in unseren Beispielen sin 0, 0, <0, also sn, <0, also 
24 ds ds dır ö 
oilt auf dem Kreisbogen 
+») 
+.) 
‘ “2 u -) 220 = 
ı) es um N. 
t. Auf der Sıcekerstrecke eilt 
0, 
RCOosa—" sın a sına, 
Y 
oder 
Y 
= neiga, 
Y 
d (dd 
arm — ducga Zu ———; 
sın? «a 
uf da 
i dull+-ıcteaA—ıu . , 
Au idr F sın a 
de +-idy dset‘ 
Ist wieder «= «onst. so 
ER 4 dull+ietga) ,„ dw u du = 3al; 
I (2)=e 6 et e\2 
sei sina:ds sınads 
er f 7 du 
Mıthin ıst 9 = ‚t2a-+nz,n grade, wenn .. 0, 
2 | sınads 
ed RE © du Bu 
Nun ist in beiden Beispielen « mn], / 0), also » ungerade. Mithin 
Z (IS 
„T R 
) . m’ 7 





In der Tat ıst V überall auf dem Rande bestimmt, zunächst bis auf gerade 
Vıelfache von ı. 


iz [Z2; IV 


5. Bestimmung von m, m’, m’, m’, m Über ein m können wir frei verfügen, da 
Addition von 27 zu 9 nichts ausmacht. Da aber die Randwerte unstetig sind, können wir 
nur einmal diese Verfügung treffen, die anderen m müssen wir zu bestimmen suchen. Wir 
tun dies hier anschaulich auf Grund der Bedeutung von 9 = -+ zz. © hiehtungswinkel der 
Geschwindigkeit, 7 der der Beschleunigung. 


Ein analvtischer Beweis folgt in Nr. 19. 
I. Längs der undurehlässigen Schicht können wir m © setzen, indem wir m ==0, 
/=0 annehmen. 


2. Längs der rechten Wassergrenze wird & 0 bleiben. Dagegen wird zu der 
horizontalen Beschleunigung eine vertikale hinzukommen, da die Stromlinien nach oben ge- 
krümmt sein müssen. Es wird sich also in der Nähe des Punktes 4A der Beschleunigunges- 


vektor allmählich nach links drehen, d.h. „> ,. Also muß längs der rechten Wassergrenze 
P .T 
) == a; m ——U 


sein. 
3. Die Siekerstreceke. © beginnt in B mit dem Werte null und geht allmählich 
bei C ın 


„ über. Dies folgt aus dem Bild des Hodographen. In € mündet also die 


freie Oberfläche vertikal ein. Die Stromlinien müssen in der Nähe von ( stark nach rechts 
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7 LZEeE 7 
5(imod2z), muß in By 


sekrümmt sein. Da m + 7% 


. . > . . ) IT +) .T 3 "T in x 
sein. Es fragt sich, ob dieht oberhalb RB y 5 oder > oder + —, =... ist. Dicht 
A u 
unterhalb 5 ıst z 5. Nun ist kurz vor B die Beschleunigung stetie, es muß also Stellen 
A h nn 8n In 
geben. wo y nahe beı „ lhtegt und Stellen, wo y nahe bei >; 9 usw. liegt. Wäre — 


der riehtige Wert, so müßten in der Nähe von B Werte 7 vorkommen, was jedenfalls 
der Anschauung widerspricht, während 70 durchaus plausibel erscheint. Wir entscheiden 
uns also für 
7 
P: ., si =D, 


|. An der freien Oberfläche war 


.) 
+.) 
') >Yt+2m"n. 


Nun ıst in D (0 entsprechend) y=0V, also 9=2m”r. Da das Wasser hier ruht und sich 
dann langsam nach rechts in Bewegung setzt, ist »=0, 7=0, d.h. m”’==0 zu setzen. Mithin 
.) 
‘ 2, Zu 
ı) ey, Mm 0. 


In Punkt * bekommen wir so bei Annäherung auf der freien Oberfläche wegen yon, 
+) 
.,.7 IT 


> ». Da hier », muß 7>— 7 geben, was damit stimmt, daß die Oberfläche 


stark nach unten gekrümmt ist, so daß die Wasserteilchen eine starke Beschleunizung nach 
lınks bekommen. 


>. Im zweiten Beispiel: obere Wassergrenze. Eintritt. Hier ist zweifellos 


»—=d, also, da die Bahnen nach unten gekrümmt sind, z Das gibt 


) : m\—0, 


Mithin haben wir die aus der Abbildung ersichtlicehen Randwerte. 














Beispiel R Beispiel IE 
q . "r 
£ \* ] 4 vo e . L v A av 9 
u N —— / 
y 
2 { 3 er = ? 
Li = 7 ‘ 
er aeg NE 
( bi 2 e (4 
h [0 u" 
\bh. N. 


Die Werte von #» ın .Y bzw. E’ sind für die Aufeabe als noch freie Parameter aufzu- 
fassen. die aus den Dimensionen des Strömungszebietes zu bestimmen sind. (Siehe Nr. 11, 12, 13.) 


6. Lösung der Aufgabe. Zur Vorbereitung spiegeln wir erstens die Hodographenfigur an 
der „Achse, d.h. wir führen # ir ein, dann multiplizieren wir mit ‚ damit die Strecke 
4 
00” die Länge 1 bekommt, drittens drehen wir um 90" im mathematisch positiven Sinn, und 
endlich versehleben wir um 1. Alles zusammengefaßt, heißt das: wır führen als unabhängige 
Varımable 


eIn. 


Diese -Eöbene bilden wir nun durch die Modulfunktion Z(g) auf die obere Halbebene ab, so, 
daß AM) =0, All)=1, Aim)= — wo, All+io) -x wird. 


‚(mod2z),inCy O(mod2z) 
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Die Raı 
Aufgabe hab 


Randwert au 


Wert im Pu 


angenommen 


pr 


Für dı 
gabe, aus de 


) ı7 


Das zweite 
nieht gegen 


Nenne 
der zweiten 


Der erste F 


Das € 
Rechnung : 


umformt ı 
endlichen ( 


imaginären 
elementare 
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Die Randwerte übertragen sich, soweit sie konstant sind, ohne weiteres (für die zweite 
Aufgabe haben wir sie in die Abbildung eingetragen), y ist ebenfalls erhalten geblieben; als 











3 
Randwert auf O<Ai<1 ıst d 5 y zu nehmen, wobei die Zuordnung so ist, daß dieser 
Wert im Punkte 
| | 
= te 
angenommen wird. 
Vi ß” 
g £bene 
A fbene 
| SBEIZZEE 
B_| U / l = L I l | I N En | dı | i i ir | Fi 
v z 0 ni , Y 4 a L E ah=0 "np: 
RAzsızab (C 0’) 
Abb. 9a. Abb. %h. 


Für die obere Halbebene löst uns nun bekanntlich das Poissonsche Integral die Auf- 
eabe, aus den Randwerten von W die Funktion T+i% zu bestimmen. Es ist 


a au tt N2at a \» m 1 ,, PR 
! IT 011,7 ri, ‚| ii APR) IT, ra Da Ar 1 | |‘ ‚ 7, willkürlich. 


Das zweite Glied der eekigen Klammer dürfen wir im allgemeinen nieht fortlassen, da 9 (h) 
nieht gegen null geht für {> + x», sondern nur beschränkt bleibt. 


Nennen wir den /-Wert von A” a. den von E’”’ b, so gilt wegen der Randwerte beı 
der zweiten Aufgabe 


u | 
If a{ ‚Et +1 3 /t+1 
> —i 7, I y 
er Tail 2 \u- +) 2 \,0 ‚(1 Fe ue 
I. u 
Ih L 
EN ‚t+1 r iAt+I1 | 
2 \ ‚(1 "le . \u arme 
l a 


Der erste Fall geht aus diesem dadurch hervor, daß man b 0 setzt. 


Das erste, dritte und vierte Integral läßt sich ohne weiteres ausrechnen. Man kann an 
Rechnung sparen, wenn man das Integral 


0 r 
it-+1 e | N / | 
\u Dirme! \ f ) re 
ö l h ad L 
| ! | . 
in | _j77 | \ \ \ \ 
s 1 | h A 


umformt und nun die Integrale mit gleichen Grenzen zusammenfaßt. Ferner kann man bei 


endlichen Grenzen den Teil mit IL fortlassen, da er bei reellem J(f) einen konstanten, rein 
imaginären Bestandteil gibt, den man mit ir, zusammenfassen kann. Man erhält so nach 
elementarer Rechnung 
l h 
If ) Zi N | | 
ı) IT LT, rs ir, 7 a Il; ) u) 
0 | 
| a Y 
dt 7, dt Te | | 2 
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.. ® T & * ® JT * 
sekrümmt sein. Da m —+% 5 (mod2z), muß in B y „ (mod 2a), in sy VOimod27) 
4 72 Dr an In 

sein. is [rast sieh. ob dieht oberhalb B 2. > oder >) oder 1 a; a Ist, Dicht 
unterhalb RB ist z  ,. Nun ist kurz vor B die Beschleunigung stetig, es muß also Stellen 

; ME -;; - nn 3n i Ian 
geben, wo y nahe bei  ,, liegt und Stellen, wo y nahe bei 5, 5 usw. liegt. Wäre — 


der riehtiege Wert, so müßten in der Nähe von B Werte 7 7 vorkommen, was jedenfalls 
der Anschauung widerspricht, während 70 durchaus plausibel erscheint. Wir entscheiden 
uns also für 
IT 
): =, ww =®, 


I. An der freien Oberfläche war 
.) 
+.) 


) „4-2m”n. 
.) / | 


‚"„ 


Nun ıst in D (0 entsprechend) y=dV, also 9=2m”nr. Da das Wasser hier ruht und sich 
dann langsam nach rechts in Bewegung setzt, ist » —=0, y=0, d.h. m”’’=0 zu setzen. Mithin 
) z ’‚., m =®d. 

In Punkt € bekommen wir so bei Annäherung auf der freien Oberfläche wegen yon, 

5 
> .T . „T 
> >. Pa hier »„, muß 7>— 7 geben, was damit stimmt, daß die Oberfläche 


stark nach unten gekrümmt ist, so daß die Wasserteilehen eine starke Beschleunigung nach 
links bekommen. 


>». Im zweiten Beispiel: obere Wassergrenze. Eintritt. Hier ist zweifellos 
IT 
») 


»==0, also, da die Bahnen nach unten gekrümmt sind, z Das gibt 


7 
) i mNY—=0. 


-) 


Mithin haben wir die aus der Abbildune ersichtliehen Randwerte. 

















Beispiel L; Beispiel 2. 
7 ar 
J 1 ) 2 R, T R, £ Ph 2 a 2 
—- h) — / 
x YS 
4 f 3 di v 7 
x - y2 d 
- a EEE 
c T r [ Hl 
N [0 1 
Abb. 8. 


Die Werte von #« in 1 bzw. E’ sind für die Aufeabe als noch freie Parameter aufzu- 
fassen. die aus den Dimensionen des Strömuneseebietes zu bestimmen sind. (Siehe Nr. 11, 12, 13.) 


6. Lösung der Aufgabe. Zur Vorbereitung spiegeln wir erstens die Hodographenfigur an 
der #-Achse, d.h. wır führen ir ein, dann multiplizieren wir mit = damıt die Strecke 
4 


0" die Länge 1 bekommt, drittens drehen wir um 90" im mathematisch positiven Sinn, und 
endlieh verschieben wir um I. Alles zusammengefaßt, heißt das: wir führen als unabhängige 
Varmable 


ein. 


Diese Ebene bilden wir nun durch die Modulfunktion Ay) auf die obere Halhbebene ab, so, 
daß A) =0, All)=l, Alia)=—w, All+ioe) “oo wird. 


all 


DD 
ni 


D 


R 


In 
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Die Randwerte übertragen sich, soweit sie konstant sind, ohne weiteres (für die zweite 
Aufgabe haben wir sie in die Abbildung eingetragen), y ist ebenfalls erhalten geblieben; als 











; 3 od 
Randwert auf O<iA<1 ist 9 5 y zu nehmen, wobei die Zuordnung so ist, daß dieser 
Wert im Punkte 
j3 1 
eig tz 
angenommen wird. 
#" B" 
g Ebene 
A Ebene 
. BR / | | aA u ae 
B | / | | EL | l E l 1 | L | Li l l l Fa 
| i De Dt EA 
4 4 Z pm [7 nm 4 6 
2: RAae7/gb] ({ ) (D") 
Abh. da. Abb. vb. 


Für die obere Halbebene löst uns nun bekanntlich das Poissonsche Integral die Auf- 
eabe, aus den Randwerten von 9 die Funktion T+i% zu bestimmen. Es ist 


I. T. 


(t-+-112dt N 
n n Ne y) 
di /)ı-+1?) u n 


7. ST. 


| 
IA i+® 


dt, r, willkürlieh. 


I \ 
) it IT u 97 \ DAR . 


Das zweite Glied der eckigen Klammer dürfen wir im allgemeinen nieht fortlassen, da 9 (#) 
nicht gegen null geht für > + x, sondern nur beschränkt bleibt. 


»'» 


NZZ 


Nennen wir den /-Wert von A” a, den von E’’ b, so gilt wegen der Randwerte bei 
der zweiten Aufgabe 


0 | 
If al ‚/t+1 u ‚/t+1 
i7,-+ / 1 -, It 
en HuTzil N - ara“ SarAun AA HR) 
I. ( 
I L 
n( ‚t+1 zı ( /t+1 | 
a \u Darmettg \u Darmet- 
l a 


Der erste Fall geht aus diesem dadurch hervor, daß man b 0 setzt. 


Das erste, dritte und vierte Integral läßt sich ohne weiteres ausrechnen. Man kann an 
Rechnung sparen, wenn man das Integral 


Ze | ur 
\u are“ \, j ir 
B l h dt L 
‚re | | a, a Vi 
. \| et TIL. \+\+t\+\ 
e 0) | h A 


umformt und nun die Integrale mit gleichen Grenzen zusammenfaßt. Ferner kann man beı 


endlichen Grenzen den Teil mit IL? [ortlassen, da er bei reellem #(f) einen konstanten, rein 
imaginären Bestandteil gibt, den man mit ir, zusammenfassen kann. Man erhält so nach 
elementarer Rechnung 
h 
a > At BE | 
En PET srl, / > / jet 
u | 
| a 4 
z It dt | | | 2 
letter Te 
Et EFusi  Fmi) uy 
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+) 
Das ; Im letzten Integral konnte zur Konvergenzerzeugung hinzugefügt werden, da es nur 
einen Bestandteil zu r, hinzugibt. So erhält man mit einem neuen r, 
If , dt Tr / | | 
ı) .< Tr, . -\»(f) tal; —)h 
zi\ 2.) L—ı. 2 (1 — b) (a- 37)7J 
ı 
Also 
1 
) dt 
\y(f) 
N A—b)(a-—A)A 27 / 
/ (2) ( ‘ P ) c p 0 
| A—}J 
Daher ist 14 (q) eine bekannte Funktion von u — ir =f’(z), so daß f” (2) = Fi(f’(z)) wird, 
Daraus folgt wegen f’(z) H in 
3: It 
din in") i Bi \ı | Ir) N ö 
. r \e- (dl ı") ( \ - - =. un. / “Im ı®) il: e’o), 
Fin ir) | ; ] (4 h) (a 71.) 4 
Was das Zeichen der Wurzel angeht, so ist es für reelle 7 das von e-‘», Nun ist aber 
) > für A<0, also für A<O0 er-!id=e? i: 0) 5, also ebenfalls e=!"+ =; für 
I<Ai<b; d=0, also e-id=1 fürb<i<a; 9 — , also e-!9 i für >a. 


Alsomuß dieWurzely(i  b)(a 4) positiv reell für O</<a genommen 
werden, negativ imaginär für Z>a, positiv imaginär für I<i<b, ebenso 
lürz<0. Daraus versteht sich das Zeichen für komplexes / mit J4) >0O von 
selbst. Man erkennt. daß für 2>ca das Integral einen endlichen Wert behält; indem wir 
den Anfangspunkt des Koordinatensystems der z-Ebene in den Punkt A legen, können wir 
schreiben 


HH / 1 
f Ir nd Au ir) 
C\e 2?” ! -— Bi). 
( b)(a—-4)4 
A A—I1 
Dazu 2 4/(g) die Modulfunktion und 
11; 
( ı (H v). 
’ 7 


Die Beziehuno zwischen f une y Ist dureh 


eeeeben. Damit ıst dıe Aufeabe prinzipiell eelöst. 


7. Das Integral \y (N, ,;- Wir haben wie Bieberbach in seiner Funktionentheorie II 
ü /. 
.(q) so gewählt, daß O0)=0, (1) l, Ali) x, 1 +ia)=+% ist. Demgegenüber 


ist «die sonst gebräuchliche Modulfunktion A? &tq) (siehe Schwarz, Formelsammlung, 
Artıkeld4) so beschaffen. dab ()(d)) . “J(1) Oo, It) v0, (1 ix): () ıst. Mithin Ist 


A : | 2 = . Dieser Wert von 4 ist aber gleich | — —- = a) wo nach Schwarz, 
Art. 33, Tabelle V m 0, m 1, m’ 1, n’  L(mod 2). Also kann gesetzt werden 
(de ; - 2 1 | und daher gelten die Entwicklungen: In der Nähe von =D, 
q=0V (vgl. Bekwass, Artikel 40) 
Ta 
. | ii... 


loxr — + (ni + loe 16) 
/. 
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in der Nähe von /=1, q=| 
Ä ri 
4 — 1+ .) )*+) 
| | | 16 | A u 13 | Bin _) | 
07. +- Jo@ /. , r, 
SER ae Bu Tee er 
in der Nähe von =x, 9=x 
| | 13 1 
1] =. lo& 7 loe 16 2 e- 
l mi | 24 644 | 
Bu l 5 | a 
Aufdem Kreisbogen ist q9= , (l+e''), also I ite,. Also 
> q > 
Setzen wir itg 5 = T und führen wir das übliche 
u. — tg = 
Jh - el ML P 4 


ein, so daß 0 <= h=1, 


wenn 7 v0, setzen wir ferner, wie üblich. 


K=+yl-kK=-+yil-—t (W<st<1I), 


| I 
I j V<SIsI), 
I+yk ı1+ fi —i 


so ıst nach Schwarz. Artıkel #1 


eine Reihe. die auch 


5% | we | | . | n l ” 


„1)+15(5 1) +150[,- 1) 


-) 


noch für 1=-1 gut konvergiert. Demnach ist 


l“ür sehr kleine # ergibt sich in erster Annäherung 


Die Annäherung cetg 
ia En ; 
für # > Ist 


s ı): 


so daß >| 


- 


Für Werte von 


Darstellung benutzen. 


ar 4 l z 5 
e 51+2[5 1) 
| /1 / 
ee | 
1+j | / 
| 
l=—1t. 
S 
tg‘ | 
( >=: —t, darau mittyv=7-) 
16 i 
N) 
ee - = — ia 16 In! oder 
pe JI „T 
N In fi 
Se (für sehr kleines f). 


| 
- In tkann bis / 


| 0 
v2+1 2,159 ke 
| OO. 
-. Ist. 
S Ss 
| 7 
F zwischen , und | (> 
Ks ıst 1 4 1 
Ss 18 f 
IS i=Z 


Sliete ,). 





/.) 


+4) (Jlıto ze 5° 


dureh # auseedrückt: 


„ hoch leidlieh gebraucht werden. Denn 


0) wird man besser die symmetrische 


( 
dr ! | (Schwarz, Tabelle III, Art. 54 und 55) 
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Also wırd jetzt 


eig | ge 
( >: A 
‚_1-V1 
mit | i 
I+yt 
| | in _I-R-F_ 4, Bat . ü 
Setzen wir = 1 1, so wird | %; 73 ", und so wird mit genügender Annäherung 
— | ! \ 
| 
bei / > 


| ee 
eig — 5 In 16 z In(1 —2). 


Also kann man mit eenüerender Annäherune schreiben 
2 


| | lt | | | I dt 
y — > arcetg ; -\ 2 arcetg 6 a 
\v(n, \in—2 recte| _ In It = Int)\, ; \ wrectg | _ In I = In (1 Dir FR 


M v) | 
.) 


ii. 
Le | | | 1 | | 
7 Io e ») areceteo (, | - — | 
log ; > \ arcetg |, In I = Int}|, ;tr173 | 9 
ı 
/ | - 
2 ER | | dt 
Our : ») -) ıreeto th; e 
low ; 2 >) \arcetg | In 16 = Int); Da EIR 
Die Singularität für 4 ,, Ist nur scheinbar. 


In der Mitte, für / 


„ Ist der Fehler doch beträchtlich: denn hier müßte y=,.: 
7 y Ö 7 u | | 3.47 
I, ee I sein. Es ist aber _ (Inl16 Ind) In32=,,;,>1,1. Das 
< a < | 7 7 5,14 


liegt daran, daß sich der Logarıthmus für kleine Werte sehr stark mit dem Argument ändert. 


8. Verhalten von f”(z) an den singulären Stellen I1BRUDE. Im Innern und an den 


anderen Randpunkten ist +9 regulär analvtisch und erst recht 7" (2) e*'#,  Zamächst 
ist dann noch «die Frage der eindeutigen Bestimmtheit von T+i9 aufzuwerfen. An sich 
können wir, ohne die vorstehende Eigenschaft zu verletzen, zu dem gewonnenen Resultat 
noch eine Funktion von 4 hinzufügen, die auf der reellen Achse reell ıst und in der ganzen 
/-Ebene regulär, also eine ganze Funktion 9 (4) mit reellen Koeffizienten. Dieses g (4) würde 
aber im Unendliehen wie eine Potenz von 4 unendlich werden oder bei geeigneten Wegen 
ins Unendliche noch stärker. Also würde es als Funktion von q für g >» erst recht unendlich 
werden, von stärkerem Wachstum als jede rationale Funktion. Schließen wir auch am Rand 
nach unserem allzemein angenommenen Grundsatz alle unnötig starken 
Singularitäten aus, so ist die Zusatzfunktion fortzulassen, unsere Lösung 
also eindeutiez bestimmt. 


Nun wird 


- ; dt 
1 | —l zT 
Y e' u (' - -6 2 . ! r 
I (2) | (4 h)(a 1) 4 

für 4 a und A 5b (falls b==1 ist) nur von halber Ordnung unendlich. Und da an diesen 

0: =. d(w—iv) h 4 
Stellen die Modulfunktion regulär ist, existiert | ,,,., an diesen Stellen. Für ‘ix 

Fe) 

- 4 er | .g te dm ir) 

verhält sich ,,., wie —;;. Es ıst aber d(u— iv) ii dgqg, so daß sich z2=\ 

[I (2) FiA „ I (2) 
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. ‚gaıdgq Bi Er 
bei Annäherung an > x (d.h. im Punkt 5) verhält wie + € \ .°. Es ist aber nach Nr. 7 
für eroße 4 
| 
gs] +; loe 16 - lo2/+ Bu oh 
also 
I /1 | 
a5 Bad? | E yaar Fona Le 


Iy . ’ ' a 
woraus hervorgeht, daß das Integral \ T einen endlichen Wert hat. B liegt also im Endlichen. 


Die genauere Lage von B finden wir von J aus so: Es ist 


T. SF 
yı\ 
za =C\eti!dlu—ıv) ic—lertrttdg. 
2=c| "\ertindg 
/ [71 / d 
SI 
r . .. ‘ T », ® > e ’ ı% | 
Nun ist längs AB V= ,,ei® ti, also findet sich 2, = \e'dyg. 
“i L . d 
FT. 
. . . ) ® ® ‚9 > 
Dabei ist 9-1 +:P, also wird 2, =1 v \e’dp. 
/ Ad 


Wir wissen schon, daß «das Integral einen endlichen Wert hat: wir sehen hier, daß zu 
B ein Punkt auf der positiven imaginären Achse gehört, (U >0) wie wir es erwarten. 

Ebenso bekommen wir, wenn b==1 ist (d. h. im zweiten Beispiel) für den Punkt E 
einen Punkt auf der negativ reellen Achse. 


h 
a _ı N ı Bi 
Längs | E war a0 0, also 2,5 ı \r dy. Daaber auch hier 4 I+-pi, so gilt 
c [3 ud Y 
/ dl 


h 


ne me ne 
el \e dp, und dies ist negativ reell, da P,< Pa ISt. 


5 
I d 
Nun die Singularität im Punkt €, d. h. für 49-0 bzw. 4 0. Es kommt auf das Ver- 
ä dt _ z ’ 
halten von \»( . für kleine 4 an. 
: T—ı 
M 
ie te, | 53° | } | ! 
Dabei war (siehe Nr. 7) e z I+2 I+..., I 
+22! (+ yi-t 
.) | | |») | 2 | 4 

also y > aretg 2 log | RL +2[ = | +...) vy(O))=r, y(l)=0, y monoton fallend. 
Daher gilt 
At i a ET : 
\,®, zu—n log 4 2aloglogi+0(l) für2>V. Dagegen - 2aloglog (Ak D+OUM) 
M 
für >1. 

Beweis siehe Nr. 14. 

. ” | l > «€ “ * “ . 
Somit verhält sich f" (2) e ''" in der Nähe von 4-0 wie 
(' | 7 [m log2 +27 log log A] + Aus ) 213 
.eo _ R v 4 v g 
| abs 3 ap“ Yo ” 


In der Nähe von / = 1 verhält sich die Funktion wie 


] A I e” log log (4 ı) | > 


| ıl- dba dh r(l - db)la 1) 


( (lo&x(4  1))° 


falls b=H1 ıst. 


Dagegen wie (Ü (log (1 - 1))*, wenn b=1 ist. 


| 
Die Zeichenregel von Nr. 6 ist anzuwenden. 





Ztschr. f. angew 


144 Hamel, Über Grundwasserströmung Math. und Mech. 





9. Nachweis der Richtigkeit der Lösung. 


z ed Ilm iv). 


(dd 


Wir hoben sehon in Nr. S hervor, daß wir durch Integration über A’ B’ einen endlichen 


Punkt B auf der imaginären Achse erreichen und zwar monoton. wie aus dem positiven Vor- 


zeiehen von e’ hervorgeht. 


Ebenso erreichen wir, wie auch schon gesagt wurde, im Fall b=#1 reellmonoton einen 
negativen endlichen Wert z5. Im Falle b 1 dagegen haben wir analog zu Nr. 8 zu nehmen 


Das wird aber unendlieh. Denn in der Nähe von 4 1 verhält sich e’ wie (lo& (A - D))®. 
In Punkt I ıst ferner 


.T4 
7 | 
lox (7 1) loe 16 = (7 1) 
ithi | klein wi | Iso verhält sich dia wi .. Das | 
mithin 4 lem wie ‚also verhält sıch d q wie as or; 
| i lo (7 ) / IA I) (loe (1 |))?' IS nteoı # 


dyılog(i 1 
% : = | konverriert aber nıcht. 


A—1 
Von BR aus haben wir jetzt die Sıiekerstrecke, d.h. 
[zZ iv 
IR \e’ dm I") 
, 
„T 


-) 


zu betrachten und über «die Strecke B’ C’ zu integrieren, wo ) war, #=const. Also 


bekommen wir 


H F4 


® 2, = Ye du r\e'’dAn. 


v4 „H 


Das gibt wieder eine positiv imaginäre Strecke, die monoton durchlaufen wird. da e’>o0. 


A er 4 j 
Es zibt auch eine endliehe Strecke. Denn für >V, rv strebt 40. In der Nähe 
5 
h di 1 En. 
von 4 —>( Ist aber ‘ kleın \Wı1e a also d ‘f Q - Zw (laeeeen wırd e! I 2° ie Also 
lo& 4 . Ir" A 
di „ u er ö. , 
etdus loe2i * Das Integral 2 25° t\e’du hat also tatsächlich einen endlichen Wert. 
VO" A u 


der ersichtlich nur für a >» gereen null geht. 


Nun endlieh die freie Oberfläche. Wir können jetzt von dem gewonnenen 
Punkt C aus weiter integrieren. 


.. 
ww 
. 


x > . 2 : ü [ } 7 
Hs War «Am der [reıen ( )berfläche ı) — .) > ferner HM —— 3 sın nr 5 ’ : ( | COS y) 
-_ sy ’ Iy 
also 
( ai FF  ıy 
d{un—ir) ‚ (cosy-+isıny)d; —ei’d; 
‘) y / D / 2. ‘ 
Also 
Y\ ar AR | A 3 
( .) \e d F 1 \‘ COS ) 7 ! ) \e sn d 
VW a3 r- ‚ ‘ Ay ) 
T rz 7 


„>40 Man erkennt, dab der Realteil monoton abnimmt, der Imaginärteil monoton zunimmt 


Die Kurve ıst also so veestaltet. wie man erwartet. 
oo... dm | 2 
Es ist tx, y>0 für y>0, wie man ebenfalls erwartet. 


d.r , 

































l) 


al 


M 


lo 


bi 
P 


Ss] 
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dl 
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Nun entspricht y>0 dem />1. Hier verhält sich e” im Falle b=1 wie (log(4 - N)®. 


“rs l 
. ” » Ar  — any - ) 
Dagegen wird ctg 5 . log ; 2 log (1 —A-+..., 
27 an di 
also dy=z 


log (1— 4)’ log’(1—- /)1—-%' 


Mithin existiert das Integral nicht, d.h. Punkt D liegt im Unendlichen. 


Wenn aber b=+1, so verhält sich nach Nr. 5 e’ wie YA —-1(log(1 - A), also e’dy wie 

log (4 
yvi—1 
Falle 5==1 einen endlichen Punkt D an. 

Daß im Falle b==1 von E aus eine Strecke vertikal heraufgeht und endliche Länge hat, 
beweist man ebenso. Da eine geschlossene Figur entstehen muß, kommen wir so zum selben 
Punkte D wie vorhin. 

Das folgt mathematisch in folgender Weise. 

41 y | | 


Das Integral \ fi lu di ae (2, y bleibt, wie bewiesen, bei Annäherung an 


>, 
di und das entsprechende Integral hat einen endlichen Wert. Wir treffen also im 


a 


1=G 
;—1 beschränkt. Es ist eine eindeutige analytische Funktion. Dann muß nach bekannten 
funktionstheoretischen Sätzen dem Punkte 49=0 ein im Endlichen gelegenes Primende ent- 
dz | 


sprechen. Es ıst aber Er ertid 
dq fie) 
Setzt man in der Nähe von /= 1 / — oe, 006m, so ist 9>0 für o—n 
Toon 
> = me 0—=®9, 
D . .. . P) . ’. ” ' : 7ı 6 
folglich verhält sich nach H. A. Schwarz in der Nähe von =0 9 wie +. Jeder 


Einmündungsrichtung o in der 4-Ebene entspricht also eine wohlbestimmte Einmündungs- 


T . 


Er 


«dt 2 - } r ” i u 
richtung für da und da 4 nur eine bestimmte Riehtung hat, nämlich e ° , so hat unser 
j 


Integral z auch bestimmte Einmündungsrichtungen, die in ihrer Gesamtheit, wie zu erwarten 
war. einen rechten Winkel umfassen. Dann muß aber das Primende ein Punkt sein. denn 
es besteht aus lauter erreichbaren Punkten. 

Damit ist der Existenzbeweis durchgeführt. 

10. Die Ergiebigkeit. Für die Praxis ist wichtig, die Menge 0 des Wassers zu kennen, 
die in den Bereich mit niederem Wasserstande strömt. 

Die Menge ist, die einsickernde Menge einbegriffen, 


YO U 4 7 
\” dy= \u er’ du \“ er du+\n e' du. 
N u; u; 0 
en . ” 4 
Das erste Integral ist über »—=0, das zweite über = - — zu erstrecken, oder das 
Y 


erste über = 1-+ pi, das zweite über q9= pi oder das erste über A von a bis &, das zweite 
von Z/=V bs /=— x. 

Wir müssen sehen, ob einen endlichen Wert hat. Die unteren Grenzen sind harmlos, 
da der Faktor « dort endlich bleibt resp. null wird. 

An den oberen Grenzen «>» verhält sich aber nach Nr. 8 
u nc r ‚di 
e! wie —, u oder q wie - log4, dq wie 
also der Integrand wie 


= 


.dı i 
log 4 j2 >», 


Das Integral existiert, @ hat einen endlichen Wert. 


11. Bestimmung der Konstanten «a, 5b, CU aus den gegebenen Längen. Wenn b=F1 ist, 
haben wir drei Strecken gegeben, etwa die Höhe h des unteren Wasserspiegels, die Länge I 
der Bodenstrecke und die Höhe H des oberen Wasserspiegels. Es besteht also noch die 
Aufgabe, die drei Konstanten a, b, € aus h, I, H zu berechnen oder wenigstens nachzuweisen, 
daß ihre Bestimmung möglich ist. 


10 
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Dazu haben wır die Gleichungen 


sy Aa 7 
edu=h: \e'du E: edu—= Hl 
7 / h ,. ] 
oder ausführlicher nach Nr. 6 
h ’ d dt 
( / | ) 
1 ( / \ : e ü a dp 
v. (b—A)la —A)/ 
=] 
a } 1 Re dt 
Y i—] Falk, 
= cH\ er Fig 
y (/ ha A) A 
/ 7 
. ; = 7 dt 
( 11 
= En e nö dp. 
v (\— b)(A— a)ıa 


Als Nebenbedingung ıst I <b- 


a zu beachten. Setzen wir 


so ist P(4) eine positive Funktion von 4, die sich für />1 verhält wie 


I)sin’g)yb 


Buy dt i 
| >17; ‚dp ”T 
—B ö . ıP(4), 
/. dı 
1 
2 j Joa (4 x 


I sın TE d 7 


1) (dh I)sın? y 


»)sin’g)dg 


Ez 


log a 17 °P dog(A 1)" - | 
7 /. oo (A IN un A vo iA } ; —.— 
) d, ua T (log (4 I)? (A 
= , dp ı] | j z 
daweven für 1x wie 7 ,. >( und wir können schreiben 
dı 4 A 
I > 
TERN P (+) q, Piıl-+(b 
1 nc=\ : ER acz\ 
vr 'J(b  2)ta 4) v (a 
) ] ı 
rn ‘ 2 
ı\ Pi2) E ı\ 
l—=n( - di=2nÜ* Pıh + (a 
y \ Via —b)(a—A) y \ BR 
.—h iu) 
’ » P( da 
ı\ Pix) j ( cos? « 
h U J \ GA=EnE I ! 
vr \ViA- b)(A-—-a) y 
/ A CoSq | l 
0) 
a und b werden wir aus den Verhältnissen 
h I 
ı< x 
1 Jı 


zu bestimmen suehen: dabeı fällt die Konstante € heraus, 


Man kann nun foleenden Satz beweisen: 


Nehmen wır a lI=a b | D 


als Variable. 


die zum Schluß elementar aus 
einer der Längen selbst ohne weiteres berechnet werden kann. 


so berühren alle Kurven 


e  eonst<1 für kleine a,5 die a-Achse, gehen dagegen für große a, p unter 


demWınkel 


kleine @«,ß unter einem Winkel y, in den Nullpunkt, 


Nil tey,) 


x» Kittey)lO<y,< 


‚T 


! 


eegen Unendlich. Die Kurven z=const dagegen münden für 


der aus 


zu bereehnen ist, wo A das vollständige elliptische Integral erster Gattung 
ist: dagegen nähern sie sıch für a>x, >x unter einem Winkel y, dem Un- 


endliehen. der aus 


\ 


eWw, 
ch. 
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eindeutige bestimmt werden kann. Daraus folet, daß die Kurven 1= const<JI 
und z=const sich mindestens einmal schneiden müssen, daß also unsere 
Gleichungen mindestens eine Lösung haben. 

Die Existenz der Kurven :=const<[I|l, z=econst wird nachgewiesen. 

Die Eindeutigkeit der Lösung aber nicht, obwohl sie sehr wahrscheinlich ist. 

Es ist hier b)==1 angenommen. 

2 

Der Falldb=|1 ist ganz leicht. Es ist | 
dann nur eine Strecke h vorgeschrieben, und deren 
Länge läßt sich bei jedem a==0 durch Wahl von € 
erreichen. Der Parameter a verändert nur das Bild 
der freien Oberfläche. und von ihm hängt die Länge 
(' B der Siekerstrecke ab. Diese aber läßt sich nicht 
zu Null machen, sie konvergiert nur gegen null, 
wenn t>x strebt. Das ist der Grenzfall der 
kuhe: der Wasserspiegel ım Erdboden reicht 
eerade bis zur Höhe Ah. Ubrigens ist die freie 
Oberfläche im Unendlichen nahezu parabolisch gestaltet. Die Dupuitsche 
Parabel’) kommt also angenähert heraus. 








we (r 


Abh. 10, 


Dies soll zuerst gezeigt werden. 


An der freien Oberfläche gilt nach Nr. 9 


EW | ATERNE 
z 7 9, \ e COS e cd Yy l I \ e sın “ d 
h r 


4 r „., 
x CoNst +, z \ e'dy; y.. const - \ e aydy. 
0 0 


Nun entspricht aber y>0, >11, und da gilt angenähert (für b=1) 


rl andk, | I (2 f 
e dy zZ . 100 E. A: Tut m » 
|—ı ?1—4 loe (1 4) ’ 
Daher 
f 7 ı , f 2; | 
„ nn CoNnSs | oV :) ® ! CONS rn oO z., 
Jy | /. J v 7 /. 


Also ist in der Tat im Unendlichen 


v r 
2 — COM = — 3,71 — 00086)" . 
ang“ 


Der Parameter dieser Annäherungsparabel ıst 


y’ 
) - . ‚ 
Pe 
also dureh vr allein bestimmt. 

Zur genaueren Bestimmung der Oberfläche ist (bei b 1) 


1 
gr It 
| Tarife 
et (! z = P m 0 
yrla 4) 


zu setzen. Dabei ist O<A< 1, das Integral ıst als reeller Cauchyscher Hauptwert zu nehmen. 


Für «>» strebt ersichtlich e'>0, z>z., es entsteht in der Grenze eine Horizontale. 





’, Siehe den zitierten Aufsatz von Nemenvi, NS. 1112. 
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= ; we h l 
12. Beweis des Satzes aus Nr. 11. A. Wir studieren die Verhältnisse 1] und n zunächst 
für große Werte von a und 5b resp. a, 9. Nehmen wir beide groß genug, so können wir, da 
w 
für eroße 1 P(}) = = Ist, mit genügender Genauigkeit setzen 
/. 


u 


| 


d 7 7 T 


z\ | mn? ») > Dıi/nnası sanan ? 
Il Y/ . + (a b) sın Y - Ja 2 2 r} COS y,Sın y", 


wenn wir a Reosy,, b- Rsiny, einführen. Analog 


h \ cosp dag | a—+-2yab+b 
_- — oQ 
ung? .) 9 
Ol 4 juıya b cos y ja b Aa h 
ao y 0 
| log COS V; +2 y eos y', sin y', + sin y', 
08 . - 
IR | cosgq,SInqg, ” COS U’, sm ıy', 
. . e T 
Ida a>b, ist stets cos y', > Sin y'. d.h. O<yr, 


Für // nehmen wir lieber die ursprüngliche Form 


h / C h 
H | | P (4) 1; | | P() di | \ Pi)d, 
r UA = „ r = : 
9709 2. ) (b—A)(a —A) 2. 1 (b—A)(la—ı) 2)y(b—A)(a —A) 
_ . y L 2 L © 


Wir wählen dabei e einerseits so groß, daß für > e mit genügender Genauigkeit P(A) = 


c C : 
gesetzt werden darf, während jedoch / und erst recht sehr klein werden sollen (mit b 
) ( 


resp. 0>x). Dann wird 





e h 
N | ve ck “ dı 
„7 \PWdi+,z\. e 
7) 2yab 2 JAYV(b—-A)(a—4) 
nt - i—=1 C 
n 
C N C\ u h 
| (3 )  » ) b 2 a 
= ’ \ P()dı  logze+2log|1-+ - + log b -- log E 
syaod|. ( 
IE | u“ 
a a 
c c | 
Wenn nun a>x, b>x und damit auch e>x, so konvergiert \ P (4) dA — log IP ; di 
1 ] \ 


. . » v . \ D C € 
gegen einen endlichen festen Wert, ebenso das zweite Glied wegen ö >0, ,, >0 gegen 2log2. 
i - 


Also folgt 
Ei u | 
gg 2yab| 


Y 


A4-+ log b log | 1 . : 


Ina 


wo A ein fester Wert ist, oder 


l 
_ I N + log R-+log 


y  2Rysiny',cosy', | cos y, —-sinyf 


sin yr, cos y', | 


+») 7 (' 
y 


amıt können wir das Verhalten unserer Brüche für große eststellen: 
Damit k n wir das Verhalten ı rer Brüche für große R feststellen 


f r fu .) 
log I+tgy,+=ytgy., 
Ä ı 


M sın y', COS y', 


lor R + log 
” cos y, - sin y, 





. 


px, 





W. 
h. 
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Das A konnte noch fortgelassen werden. Soll > Il gehen, so muß wegen Rox 


„T 
tg y,—>1 gehen, ı,— 


ı Daraus folgt, daß für große R 


log (1 tg y,) 


ME . 
log AR  log(l - te yr,) 


i i u h 
Diese Formel gibt angenähert die Kurve 7, e< 1 ım Unendliehen wieder. 


oder 1-tgy,=R I!-:. 


. . rg‘ T 
R>x gıbt in der Tat y, > 


| 
Analog folgt 
I 7 
> 
A log I+tg Ya 2 tg y' 
DO l to u 
= 4 
Soll das x sein, so folgt 
Item +2 Vtey. To 
E ® 
| ig y, 
7 
e*” | 
und daraus gy,= Ka; 
® IT 
e* +1 


Das behauptete Verhalten im Unendlichen ist damit nachgewiesen. 


B. Wir studieren das Verhalten für kleine « und 


7 7 ” 
; « | - | 
log, lI+(a -b)sın? log ,_ ( )\, sin? 
gr ) ( »))S ( a {F sın? 
P(b+(a b)sin’y)dg - — "dg PA I Pr . 7 dy 
Ir I yYb- 1-+(a b)sin?’g I\B+ (a P)sin’g 
Yv . e u 


u 2 ) 
Setzen wir bei sehr kleinen a, , a ocosy, P=osiny, so 


| 


/ 


BE Fe | 
‚9 Yo os 0 Wr ap. 


Y 


Il 


Dabei ist Z,(y) das elliptische Integral erster Gattung 


| Be | i BE 
W) yeosy N ) cos yı Kl tgy) mit ch I tew. 
Dagegen 
log Rn 1 
OS ı/! y 
L,(y)= IR (k?) + F(k?), wo 
| cos y' | cos y' 
„T 
| log | eine 
(KR Ze 1 ( IS 
I (} ) ' N k? sin?q da Ist. 
0 
Analog findet sich 
„7 
H : dy | | 
und ' BI, | 
BU ya 1 1 sın? q 
’.;3 a1 
l | 


K(k’?) + G 2) \ 


00 : 
Yo yeosy\ ?osiny 
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| log in? 
En sın“ : 
( (Kk’?) T / dı Ist. 


J Er Fi 
h \ P()dı \ \ 
Endlich na 4 | (7 b) (4 (t) 1 
A | 7 . . . 
y» Aa 7 ( 
Dabei wird e so klein gewählt, daß im ersten Integral genau genug 
| 
log . 
pa / 
vi—1 
Ä ‚b—1I a 
eesetzt werden darf, aber so groß, daß >ı0, >V. Dann wird das zweite Integral 
e e 
venau zenue gleich 


"P(r)d) 


‚I(e 
\ i—I 
5 
vesetzt werden dürfen, das erste gibt 
ri ö 
I | 2logecosy loga log(l KP”sın?dg) 
\ [285) . . dd ‘ 
«a. vi-k?"sın?g 
( ” 
fü u A p ) 
mt A tg y' wie vorhin, und sin? g, | + I. Man darf daher genau genug setzen 
# ) 
. 
| 
li IL l« )er gr ae l« II Ps 
h EM — a. | “. , ” sın? y COS" 
I B Tr” N (k es 1 ’o . > dq 
3,0 ja ı« ı1 4”sın?g 
Y 0 


wo B eine feste Zahl ist. a 0c0os y'. Das zweite Integral setzen wir @G,(k’?) 


Die Verhältnisse ergeben sich jetzt zu 


log K(k?)+G,(k?) 


h 0COS y' 
H _ 2) ' rn 
lox K(k’)+-G(k?) 
0 sın ’ 
u r h | , 
Die ersten Glieder überwiegen wegen >x, wenn nicht die zweiten durch k’>1 größer 
‘ 


werden sollten als A(%k’’). Wir werden «eleich nachweisen. daß das nieht eintreten kann. 
Dann aber bleibt 


| 
log 
h OCOs y' 
jan ip » ‘ , .- I ‘ I 0 N I fi I * , 
7 I odeı OCOS y, =0o SIn y, oder sın y, O cos y, . 
log 


o sın ı' 


Das heitst aber, daß für 0 >0, y, —>0, wie behauptet. Für y,>V0, d.h. 4’, bleiben die 
Integrale G und @, endlich, ebenso wie Ad(k’?), das ja > 1 ist. 


Wenn aber AK unendlieh wird, d.h. 4’ >1, tgy>1 geht, so erkennt man leicht, daß 
(1,(4°°) endlich bleibt. Es ist 


IIER 


log (1 + A?teo? 4) 
“ | / k+-k"'=1). 
dq ! cospyi+Ktte!g dg fr ) 
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Setzt man hierin 1 + k’te?’ıg ı, so bekommt man 
F 
\ log u: du 
)Zyuyu—1l1yk’+u—!1’ 


Dieses Interral ist negativ, und sein Absolutwert ıst noch kleiner als das von A? unab- 
4 
\ lo_ u du 


‚2Zyuw-—1) 
| 


hängiee endliche 


Also kann @, (4?) im Zähler fortgelassen werden. 


Es war ferner 


II .T 
Z | . 
low er” de Pr 
Gh: | sIın"q log (1 COS"q) d 7 
r( v " Io . . ı. > ” 
J„vi-k’sian’g „ vi—k’sın’o 


Dieses Integral ist positiv und kleiner als 


Ri .T 

\ loe(l cos’oa)dy \ or (1 cos’y)dg 

] | sın? J COS Y u 
0 u 


das einen endlichen Wert besitzt. Also kann auch G (k’?) gegen das erste Glied des Nenners 
fortzelassen werden. 


Für das zweite Verhältnis ergibt sich 


| r | v 52 Y .) | „ y u 
oe + K(k?) + log N(k”) + F(k?) log K(k?) + F(k?) 
I 0 vos y 0.608 y! 
h | Ei | ee 1 Br 
log — K(k’?)+G, (k"°) log K(k’’)+G,(k’?) 
N OS u’ 0 COS ur 
u TORE a 
Das ist in erster Linie für großes 
[#) 


I N (h?) Ki tgyw;,) 
h Kl?) Kite y,) 


1 
h 


so daß bei gegebenem z y, sich aus A(l -tey,)=zK(tg y,) berechnet, eine Gleichung, 


, “T > 
ı<7 besitzt. 


Der Schluß könnte nur angezweifelt werden, wenn F(k?) groß gegen K (A?) würde, was 
nur für #>]1 in Frage kommt. Dann aber würden K(4?) und Fk?) positiv unendlich, 


die stets eine Lösung y' 


a Bee 2 
während A (4’°?) und @G,(#’°) endlich bleiben. Das wäre aber mit z endlich gezreben 


h 
T . .. . 
ındo>x, y,: nicht verträglich. 
; A - h | 
13. Fortsetzung. (. Nachweis der Existenz der Kurven gm l, j x be- 
! 
liebig im Felde Oo<p<x, Pp<a<x. Wir führen den Beweis so, daß wir das Verhalten 
h 
von 77 und n auf den Seiten des Dreiecks O<a<x,0<p<a untersuchen. 


a) Wir halten 5b 1 fest und lassen a>b,d. h.a >V gehen. 


Man sieht sofort. daß dabeı 


3 
| 


P(b+(a  b)sn’g)dyo> = Pb) geht. 
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Weiter ıst 


F4 F 


4 or 
h »; P(4)d/ Il APAa)—bPi) |. di | 
\ \ . ) : 1 - = = di+bP(b)\. = x j 
u 2 )vi-b(i-—oa) 2 )AVA—b)(A—a) JAY(A—-b)(A—.a) a 
_.1 ( y da d Ad 
Der erste Bestandteil geht für a>b gegen den bestimmten endlichen Wert “ 
| \’ Po) bPi(b) 
0 
A a 
j 
der zweite hat den Wert 
| / - 2 +1 | t/ 
Ph ) RL hun 5 nn. P (b) log ) | 
>) a a l 4 ah | 
Also wird A unendlich \ 
h 
5 P(b) log ON). 
g ab 
nl 
. 
Analog wird 
I h r 
H Iı Pa) Pd) ' if dı 
En 
8 2 )v(b—A)(a —A) 2 )yv(b -A)(a—A) 
nt N j 
v | 
Der erste Bestandteil geht gegen den endlichen Wert 
l 
IWP() - P(b) 
De Fer mu 
| 
der zweite wird ! 
B—} vb -I+ya 1 | 
P(b) Arsın P’(b) log = Pb) log 
“ h .. ya-b "yachb 
also 
H | | 
„ Pb) log rO(d). 
‚9 = ab 
In 
5 
Aus diesen drei Abschätzungen folgt: 
hı / 
Für festes b>l und a>b gehen >1, >). 
Ei h 
b) Wir halten a=a 1! fest und lassen b>1, 5>0 gehen. Hier sieht man 
sofort, daß 
l IV Pd I! Pod 
ar lo Ä 
a 2 \y(A—-b)(A—.a) 2 )YV(A—-D(Ai-—a) 
A ae Rn 4 
) 
zegen einen endlichen Wert strebt. 
Dageren wächst 
I | \ P(/)dı 
909 2 j I( -b)la %) 
5 
nu 1 | | 
. ersichtlich gegen x, da P’() für >1 wie log; " unendlich wird. Also geht sicher 
>». Ebenso geht 
h 
: | Ed Ei 
‚ I Pad 1 ' u A | 5 2 
en 107 =) (bb 4)(a 7) 2 | (4 D(b  4)(a /) ser ayy(ı ))(b 2) 
n 
‚7 
I ja | | | 7 | 
| ur oO li oO I) 
als ) r \lo Rn on 7 >] ‚log B (1) 
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) I h 
eeren unendlich. Mithin streben für b>1l, afest > 1: >nX >0. Das genügt 


h ' 1 
hı 


sehon zu dem Schluß, daß die Kurven 7 <] und 7 x für alle a>1 existieren. Denn 


h ’ ” ae h . 
wir haben die Abb. Nr. 10. Daher muß auf jeder Vertikalen, a>1 fest gegeben, 7 mindestens 


I ’ . 
einmal den Wert ı, N mindestens einmal den Wert z annehmen. 


l 
dt 


14. Nachweis über das Verhalten des Integrals \y (t), , an den Stellen 1 0 und = 1. 


Ü 
Das Verhalten des Integrals kann direkt studiert werden, es ist aber bequemer, es in folgender 
Weise zu erschließen. 


ee. 
. 4 / | w wer +) dt . 

Setzen wır e 10 (' : — eh rtdı alsor, Hi v(f) ...8o Ist 

A —b)(a—4)Ä e* Y 7 \; T—A 
u 

dieses 7, +9, eine im Innern der Modulfigur der Ebene oder in der oberen 4-Halbebene 

reguläre Funktion, deren 9, auf der positiv imaginären Achse der g-Ebene null ist, ebenso 

auf der Halbgraden q=1-+i$ == —+ x), während 9, auf dem zwischenliegenden Halb- 
.) 

; > 

kreis den Wert z 


y haben muß. 


.) 
. N * Ä .) ” . . 1 . v * 

Setzen wir nun n+id,= glogi >Blogqy+r,+i9,, wo die Werte des Logarıthmus 

zu nehmen sind, die für positiv reelle 4 und q selbst reell sind, so ist 9, sowohl auf der rein 

positiv imaginären Halbachse der g-Ebene wie auf dem Kreisbogen null, also auch für 


reelle <1, also ist ,—+i9, in der ganzen /-Ebene mit Ausnahme reeller 4-1 regulär. 


+.) 
. Er . Y a 5 +) R ’ 
Also verhält sich 7, + 9, in der Umgebung von g=0(1=0) wie „log Bloegqg +0) 
in „ 42 eg +42 / n 
oder ent+t'lı wie ,„0Of(l), mithin „ " ‚„Pe(l) oder, dag ol), 
4 / (2) 4 | 
log 
/ 
l u Ki 
MT, e’ + 1v ; (log ol). 
f" (&) ji 


(Ganz analog kann man das Verhalten für >1 feststellen. 
Setzen wir 


io —3lg(g —1I)+r,+i9,, 


wo log(qg DD reell für reelle q>1, so ist 9, null auf dem Kreisbogen und für 
y=1+Pi V!WSEIS+o), 
7, +i0, also regulär in der ganzen 4-Ebene bis auf die negativ reelle 4-Achse. Also ist in 
der Nähe von /=1 
| 


m l h. l 3 
er +0 ‚od), und dag = O(1), so eı + 'Yı =(log; |oM 
(1-1 A—1 


und 
| 


Pr 


wenn b=E1l ist. Ist aber b=- 1, so gilt 


ei (log, | oma 1. 


| ri» l | DO ( | 
. e OL . } 
l ei—1 
Es wäre auch direkt möglich, zu zeigen, daf; 
„de E 
\,d,; = alogi  2alogloegi+0() 
D 
in der Nähe von =, aber gleich 2 log log (A — 1) + 9 (1) ın der Nähe von 4 1, was 


mit dem Obigen identisch ist. Die Behauptung aus Nr. 8 ist bewiesen. 
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15. Analytischer Nachweis dafür, daß die ganzen Zahlen iu, u’, m’, m’, m!Y aus 4 null 
sein müssen. Wären sie nicht null, so könnten wir die Aufgabe formal auch mit beliebigen 


m, m, m, m, m!Y lösen. Kin m können wir natürlich auf jeden Fall null nehmen. 


Wır bekämen zu unserem r-+i9 hinzu 


u ] h 
_ .T | ’ | / 7) | | I | f | hal 
m |, dt-+-\m : — dt +-\mIY| . „dt 
T \  1+1 \ t—ı 1-+f) | \ t—ı 1+ff) 
4 u | 
[7 I 
\ Ä It \ f dt 
-\m dt-+ \m lt 
= +1 €, (+ d 
I) ‘(I 
2 (m — m’) log (— A) + (m — mV) log (1 — A) + (m! m)lor(hb 4) 
(in nm) loe (a ‚+ Tr, 
/u unserem ee’ 44 f" (2) würde also als Faktor hinzutreten 
(— Amt). FI mt N) (b pP mN m) (a- /yim-m), | 
i . . | 
Damit die a und 5 entsprechenden Punkte .I und E erreichbar bleiben, d. h. 
1 | 
\ „» du — ir) / 
JT 
einen endlichen Wert hat. muß !\ m 0 und m m’ - 0 sein. 
bei 1 0 verhält sieh zu din ir) wie oo? ij’ Damit der entsprechende Punkt € er- 
oe" 2 
reiechbar bleibt, muß also auch u” m — 0 sein. 
| | | 
In / | verhielt sich ., din ir) wie log. Bi. 
/ yi—1 O)—I] 
Damit der entsprechende Punkt D erreichbar bleibt (b=F1). muß m’ mV 0 sein. 
' i 7 
Endlich x. IHlier verhielt sich pr din ir) wie je: Also muß, damit der entsprechende 
Punkt B erreichbar bleibt, m’ m’ + m” mV + m\ m + m — m’ = m” — m’ SO sein. 


Die fünf Ungleiehheiten verlangen aber ersichtlich, daß alle m einander gleich sind. 
Dieses eine, gemeinsame m hat aber nichts zu bedeuten. 


Damıtıstım Falld=+=1 der Beweis erbracht. 


Im Falle 5 I fallen D und E zusammen. diese Punkte sind unerreiechbar, es fehlt b. 
es fehlt sulY. 


Zu e’tid tritt als Faktor hinzu (— 4)?" "N. — 4 mM (q — AMD, Dieselbe 
Schlußweise eibt die Uneleiehheiten 


’ 


2; [2 ’ 
I MX 0). m m SR N im 0, 


Dagegen soll DE unerreichbar bleiben, und da dem > 1 entsprieht, wo jetzt unser altes 


| | | | Be ’ 
zaatm ir) sıch wie. loo . ja verhielt. so muß. damit = 1 unerreichbar bleibt, 
/ / 
m" 0 sein. Diese Ungleiechheiten sind verträglich, sie verlangen nur die Rangordnung 
die r | | RE (AP la — AP" 
In in 17 ne. Man könnte also zu unserem zul ver) eIMEen Faktor | prertmtan 


mit ganzen positiven 2. 10, u hinzufügen. 
Aber man muß aus foleendem Grunde m m’” und damit alle u einander gleich setzen. 


> (m” wm) ist der Unterschied des 9-Wertes im Unendliehen z>x.d. h.>1). Es 
war aber 9 00 -+y, wo on die Riehtung der Geschwindigkeit, 7 die der Beschleunigung an- 
oibt. Wenn nun auf den Grenzen 9 den Unterschied 27 (m” m) hat, so muß es im 
Innern bei Annäherung an z>x (Z>1) um einen solehen Betrag schwanken.‘ Das ist aber 
physikalisch unsinnig. Mathematisch wird man ın’”’ = m als zusätzliche Bedingung im Un- 
endlichen auffassen müssen. 
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Man kann das auch noch rechnerisch in folgender Weise durehprüfen: 
Während in jedem Fall für die Geschwindigkeit gilt 


.4 ya | 
u im ! (y IE 
r r’ 
loe . 
A—I 
so daß, wenn man 4 1 = oe"' setzt, 
ya | .gn | 
e—iv2% —— | 
» loe o +ty y | 
S log 


2 . Laer 
d.h u >0V, ä >V, gılt für 


i log (7 1) ; 
zZ = \ud(u mw) = oM)\,; j) (m n’ u’) da 


’ 


Z o3(1)lox (2 I)(/ ) eIiNnN+- N 7 
| 4 „ 
y 


I ol) log 5 pP im n' + n 
‘ i 
über Winkel Ia(n +n+n"). Das ist unsinnig. 

16. Auf die numerische Durchrechnung, die ich noch nicht fertig habe, hoffe ich zurück- 
zukommen. Zusatz während der Korrektur. Die numerischen Rechnungen sind inzwischen 
dank der Unterstützune dureh die Gesellschaft der Freunde der Technischen Hochschule 
Berlin so weit eefördert worden. daß bald ein Erzebnis voreelegt werden kann.‘ 


17. Das Hodographenbild für einige andere Fälle soll wenigstens, wenn auch ohne Durch- 


führung, hier noch gezeichnet werden. 
a) Der Fall von Weinstein. Der Hodograph muß aus Stücken der in der Abbildung aus- 


vezogenen Linien bestehen: 








Abb. I1b. 





In A und E muß die Gesehwindiekeit null sein. Wir nehmen «0 an. In B muß w un- 
endlieh sein. da das Bild von B ın den Sehnitt zweier Parallelen fallen muß, die nicht 


zusammenfallen. 
Es sind drei Fälle zu unterscheiden: 
JI JI 7 
> +) » 


E a—+pß > r e e& 7 > 3; .), G 5 Pr P\ 











) 
Za7ıE ar 17 arg A 
a RA36TZI1E 2 
Abb. Ild. Abb. 11e. 





Es ist möglich, daß von dem Kreis noch ein Stück als Schnitt in das Gebiet hineinragt. 
Dem Endpunkt @’ des Schnittes entspricht dann ein Wendepunkt @ auf DE. Im Fall Ile 
muß der Wendepunkt @ existieren. 

Die Koordinaten von F’ und @’ sind die beiden hier noch willkürlichen, aber notwendigen 
Parameter. Die Siekerstrecke BC erscheint mir unentbehrlieh. 
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b) Der Fall von Hopf und Treiitz. Abfallendes Gelände mit Abfanggraben. Zwei Fälle 
erscheinen mir möglich: 

I. Der Abfangegraben nimmt Wasser von oben auf und gibt nach unten Wasser ab. 
Nur diesen Fall beachten Hopf und Trefftz (Abb. 12a). Es gibt dann eine Stromlinie, die 
einströmendes von ausströmendem Wasser trennt, sie trifft den Graben in KR. BC ist die 
von uns zugzefügte Sickerstrecke. 

2. Von allen Seiten strömt Wasser in den Abfanggraben (Abb. 12b). Es ist dann auclı 
mit 2 Sıckerstrecken zu rechnen: BC und JL. Die Stromlinie, die einfließendes und nicht 
einfließendes Wasser trennt, mündet in K an der freien Oberfläche, unterhalb des Grabens. 


D 





nz 
Abb. 12a. Abb. 12b. 


Nach unseren Randbedingungen aus Nr. 2 müssen die Hodographen so aussehen. 
(Der Einfachheit wegen nehmen wir BC und JL als vertikale, gradlinige Strecken an.) 
Im Punkte A muß die Geschwindiekeit null sein. 











Abb. I12e. Fall I (zu 1?a gehörig). Abb. 12d. Fall 2 (zu 12b gehörig). 


Die Sickerstrecke ist auf keinen Fall zu entbehren, wenn man nicht Quellen oder 
Senken, d. h. ein unnötige starkes Unendlichwerden zulassen will, oder wenn man nicht 
den Abfanggraben überhängen lassen will (siehe Ende von 3.) Dagegen ist in den 
Punkten B und eventuell L die Geschwindigkeit unbedingt unendlich. Man wird das Problem 
so anfassen, daß man die Kurven ./’ K’B’ resp. 1’ b’ plausibel annimmt und dazu passend 
die Grabenkurve JKB resp. LB bestimmt. Es ist zu beachten, daß man auf den Kurven 
J’K’b’ resp. 1’ B’ den Wert von # angeben kann. Denn nach Nr. 4, 3 war dort 


da ‚dw 


f"=e r in r | u 4 j 
| ds ds 


regen die 


oe 


Das —+ Zeichen gilt, wenn die Riehtung von r, also die Richtung im Hodographen 
von s nach rechts gedreht ist. 


Heiße der Riehtungswinkel von vr pP, so ist = a # 5. und also ist 


una | dp ‚dw dp dw 
e v 4 | + m - = m +? 
| ds ds, ds ds 
so daß 
‚dw 
it +1 > 
d > 
! 


& dam \® 
w’+-| 
| d / | 
eine Größe ıst, die aus dem Hodographen entnommen werden kann. 


18. Verbesserungsverfahren zur Vermeidung der unendlichen Werte der Geschwindigkeit 


am Rande. An der exakten Gleichung der Grenzbedingung 
er y | 
sw +) + —-+g9y+ro=const . . . 2... 0.0. (Wa 


u 


ha 
vd 
d) 


ul 


W 


\W 
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H 
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lle 


ıh. 
lie 
lie 


eh 


ht 
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n. 


7 


n 
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ist die Vernachlässigung von u?” —+ r” in der Regel gegen vg zweifellos erlaubt. Denn man 
kann annehmen, daß die Geschwindigkeiten etwa die Größenordnung von 
‘J 


Y 


l » 


haben. Nach der Erfahrung hat dieses k Werte, die zwar sehr mit der Korngröße des Sandes 
variieren, aber für Sand, nicht für Kies, etwa bei 0,005 bis herunter zu 000001 oder gar 
0,OOOOL em/sek liegen °). | 

Eine Ausnahme aber liegt dann vor, wenn eine Unstetigkeit von » das « zwinet, un- 
endlich zu werden. Das trifft bei unseren Beispielen für die Grenzstelle B von Siekerstrecke 
und unterer Wassergrenze zu. 

Ganz besonders erkennt man die Unzulässigkeit der Vernachlässigung an der unteren 
Wassergrenze in der differenzierten Form 


7 Or 


1 1 Lyrv=V0. 
Os r 


Os 


Wir schlossen hieraus unter Vernachlässigung der beiden ersten Glieder auf "--0. Man 


’ | NT 
kann aber nur schließen, daß »® die Größenordnung von w hat, woraus gear nichts folet 
Eu Y ( AN < E} 
Om 
wenn mw und auch noch a unendlich werden. 
(8 


An der Sickerstrecke lautet die entsprechende Gleichung 
07 0 


u + 1 ) 


E les 
ds rerru—=d, 


NS 
Hier wird man die quadratischen Glieder eher gegen g vernachlässigen dürfen, wenn man 
ou or 
i Os’ os 
Wir nehmen nun folgende Verbesserungen vor: 
An der unteren Wassergrenze liefert unsere Theorie zu # = 0 eine bestimmte Funktion 
„—=u,(y) die für DEy=h von w=u, bis x läuft. Zu dieser rohesten Näherung bestimmen 
wir aus der exakten Gleichung 


nur erreichen kann, daß «w., endlich bleıben. 


du, ., dev 0 
u v Fvye® 
"'dy er dy 
i ER dv dev 
unter Vernachlässigung von gegen », d.h. von ® gegen vv ein ©, aus 
” au” dy” 
du, 
vv, U, d y / (Y) 0. 
en du, 
Dieses », wird für y=0 selber null, da in A r —=( wird. Ersiehtlich strebt mit y>h 
dieses », monoton gegen —®. Wir bekommen so in der u, »-Ebene, von A= u, ausgehend, 
. R . i : : a. 32 . 4 . a 
eine bestimmte Kurve, die in einem Punkte B* die Grade ? = treffen muß. Denn 
v 
du, 


wegen 4,>© und >» wächst r, stärker als «, gegen Unendlich. Diese Kurve A’B* 


dy 
nehmen wir im Hodographen als verbessertes Bild der Strecke AB, der unteren Wassergrenze. 
Auf ihr ist jetzt « eine bekannte Funktion von v. 








Für 9 bekommen wir aus 7) 
ı 2 A 

du+ir du/[ .„, dev | Fu 
ft — i+ | 
ıdy dy du, | 
dv | 
du | 

P id — 
+ | ' (“ ® | | RAyET A) Br. 7 Vi 
Au Abb. 13. 


als bekannte Funktion des Randes. Auf den anderen Teilen des Randes erscheint eine 
solche Korrektur unnötig, und wir können nun die alte Randwertaufgabe für unsere ver- 
besserte Hodographenabbildung lösen. Das Unendliehwerden von « ist vermieden. 367 


s) Siehe Josef Kozeny: Über Bodendurehlässigkeit. „Die Wasserwirtschaft.“ Jahrg. 1931, Hefte 35 und 4. 
Auch die zitierten Aufsätze in der Enzyklopädie und den Handbüchern. 
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On the Calculation of the Surface T'’emperature of 
Geometrically Simple Bodies. 
By Sydney Goldstein in Cambridge (England). 

Berechnung der Oberflächentemperatur geometrisch einfacher Körper. 


Zusammenfassung. Der Verfasser zeigt, daß die von G. Pöschl mit Hilfe von Reihen- 
entwicklungen gewonnenen Zahlenwerte für die Oberflächentemperatur bei Beginn der Ab- 
kühlung einer Platte, eines Zylinders oder einer Kugel (G. Pöschl, Berechnung der 
Oberflächentemperatur eeometrisch einfacher Körper usw,, diese Zeitschrift. Bd. 12, 1932. 
S. 2580) ın einfacher Weise mit Hilfe der Heaviside-Methode gewonnen werden können 
(siehe Goldstein, The applieation of Heavisides operational method ete., diese Zeit- 
schrift, Bd. 12, 1952, S. 234). Für den betrachteten Fall, daß die Körper, die die Anfangs- 
temperatur I haben sollen, sich in einer Umgebung mit der konstanten Temperatur 0 befinden, 
erzeben sieh für den Beginn des Abkühlungsvoreanges die einfachen Näherungsformeln, für 
die Oberfllächentemperatur 9,, für die Platte: 9, f,67), für den Zylinder: 9, fi, 6) 

Ei für die Kugel: 9, = f, (1) j f» (4). Darin ist „ eine Variable, die mit yf 
(f° Zeit) proportional ıst, y eine Konstante (Bedeutung siehe unten), und es ist 


’ ’ 


-) ’ ») | I, 
\e ur du) I. 


Ka=erlti- y,\e rau)  AW=a-2merli-,, ya’ 


Zum Vergeleieh mit den Zahlenwerten von Pöschl sind drei Tabellen berechnet, die den 
Temperaturverlauf für Ebene, Zylinder und Kugel wiedergeben. 


1. Introduetion. In the Z. f. angew. Math. u. Mech. for October, 1932 (vol. 12, pp. 280-287) 
Herr Dr. G.Pöschl ealeulates the surface temperature of (1) an ıinfinite slab, (2) an infinitelv 
long eireular eylinder and (3) a sphere, where, in each case, the body is at a given constant 
temperature at time f=0 and is placed ın a medium at another given, lower, constant 
temperature, into whieh radiation takes place from its surface. If 27 is the thiekness of the 
slab, ZA the radius of the evlinder or sphere, and «a the thermometrie eonduetivity, Herr 
Pöschl’s ealeulations relate to the ease in which at/l’ or at/ R?’ is small. In such cases 
the infinite series given by the usual solution eonverges very slowly, and numerical eomputation 
becomes extraordinarilv Jaborious, with a correspondingly large chance of error. Thus Herr 
Pöschl states that he sometimes had to ealeulate more than 30 terms of the series; and 
each term itself requires a fair amount of ealeulation. "The objeet of this paper ıs to show 
that in such cases ealeulation from the series is unnecessarv, the results being very simply 
obtainable otherwise. The required formulae are most easilv deduced by means of Heavı- 
siele's operational method. This method was summarised and illustrated in a paper in the 
7. f. angew. Math. u. Mech. for August, 1932 (vol. 12, pp. 234-243). The problems of the 
infinite slab, infinite eylinder, and evlinder of finite length were considered, and it was shown 
how, from the operational solution, formulae suitable for ecomputation for small values of 
af) For af) AR? could be found. In that paper I was concerned with illustrating the method, 
rather than with the simplifieation and numerical evaluation of the results; this paper may 
be considered, then, as a eontinuation of that one, suggested by Herr Pöschl’s work. 


In what follows we shall suppose, as we may without loss of generality, that the initial 
temperature of the bodv is unitv and that of the medium zero. We use # to denote 
temperature, 9, the surface temperature, a the thermometrie conduetivity, and Ah the relative 
eniissivitv. We also put 


D at!l? or at! R? 


hl or hR a ; | ' 


and ' 


57 
» 


1, pP y I tat) 


Ä 





The syvmbols 9, y, » are not introduced bv Pöschl, who uses X instead, of I, and 9,9. 


/ 


instead of 9,. The other symbols have the same meaning here as in Pöschl’s paper. 


We are eonecerned with computation when > is small. 
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2. The infinite slab. The formula suitable for the ealeulation of 9 when 5 is small was 
given in the previous paper (eq. (26), p. 235). To find the surface temperature, we must put 


l or 2 ! ın that formula. The result ıs 
u ; i : = : 1 
9, =1—t1—e""(l1—erfn);, -{l-erff ?—e”t’7[l-erfn+Pß ?°)], x ie, Ver 
where 

\ 
») R 

erf a \ e "du (3) 
vr, 
ı 


and is the „Fehlerintegral* of Jahnke and Emde. For large values of .r 


1 
and since we are concerned with cases in whieh 5 ? is large, we may take 


F > - )»2 
| erf /’ ne | 2 I’ 
1 P | ’ 
a . » > 
e"”+2:[1—erfy+P ?)-> | 
Ya(ß ?+n) 


The smallest value of 9 : with which we shall be concerned is 10 (for smaller values, 
ealeulation from the infinite series ıs fairly easy) and it is elear that to obtain results to 
three or four places of decimals, we may negleet the second term ın 4 \ ın (2) with an 
abundant margin of safety. We have then the simple formula 


= e" (] erl ).. i . ; i \ f n ; : ; n ; . AH. 


For small values of »,, this gives 


> . f ’ 
), I+77 + et a L (>) 
» ' | T , +.) l ) 
for large values of») ıt gives 
q | | | | > 15 | r 
! 0 +) 7 3 ) - .. . . . . . r r P . j ( )) 
] T 7 _ 4] I, Sn 


and for other values of , 9, is very easilv found from the tables’). I have prepared the 
following table for comparison with Herr Pöschl’s Table I (see p. 255 of his paper): but 
it should be stressed that the correet way to present numerical results would be to tabulate 
’, against the single variable 7. "The ealeulation from tables of the exponential and error 
[unetions ıs so simple that it hardly seems worth doing. 


Table 1. 9 foraninfinite slab. 


a ug 0.1 05 1 4 10 il) 50 100 20 500 1000 2000 








0.0003 0.998 0.0H90 0.081 0.926 0.83 0.704 0,467 0.287 0.157 0.065 0.033 0.016 
0.0010 0.996 0.O82 0.965 0.872 (0.724 0.554 0.309 0.171 V.OS® 0.036 V.OIS 0.009 
0.0025 0,994 0,972 0,046 0,809 0.616 0,428 0.211 0.111 0.056 0.023 0.011 0.006 


0.0050 0,902 BRaTEE 0.925 0.747 0,523 0.336 0.154 0,079 0.010 0.016 V.OOS 0.004 





0.0100 0.089 0,946 0,896 0.671 0.428 0,256 0111 0,056 V0>8 0.01] 0.006 0,003 


ı, Herr Pöschl refers to eertain Darmstadt dissertations in whieh the error funetion oeeurs. I have had no 
opportunity of eonsulting these mempoirs. 
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3. The infinite eirceular eylinder. A formula for the evlinder, suitable for the ealculation 


4 = K; 
of #9 when 5 is small, will be found on p. 240 of the previous paper (eq. (30)). If we put os 
r-- R in that formula, we find ee 

D : | 
2 | Va" D + Bl; ar) 
but ın deriving the formula, it was assumed that y was not large, so that when ? is small, 
; is also small. (The assumption oceurs in equation (24) on p. 240, where not only 1/(q R), 
but also Ah/y, is assumed small.) 
a 
If we return to the operational solution in eq. (9) on p. 235 of the previous paper, we 
can easıly find a formula applicable for all values of y, so long as 5 is small. In equation (9), 
p. 235, we put r—= AR, and then use the asymptotie expansions of /,(qgR) and /,(qR), and 
proceed as below. We find 
> 1 
» hh Io 1 I) h 
vl, ty) hl,igR) \ 
| 
h\l+ ee 
. | sah | 
3 | 
li SU TEE a 277 au 
| | 
| hii+tg,m F..2] 
y+h 4 (94 h)+... A 
I 4 I 
h | 34 dh 
| — 1+2- +...) — 
y+h Sqyh SyRiy+h) 
h | hr 
| (i+3 s +... 
y+h' SyRqg-th 
h h 
y+-h 2Rig+ hy 





We must now interpret. If p is the usual Heaviside operator, q was defined by p=aq, 
and therefore 
h 


1 
ira aha ee er 
17 h 


(ep. Jeffreys, Operational methods in mathematical physies, (1931), p. 69). When we divide 
bv A, and differentiate with respect to h, we find 


| | | | 2 /at\; 
») hir cat ırf f\° Ba - i Ä i ö %)), 
(y4 I)? h? h” 2at). ! erih(a ä h | = 
Substitute from (5) and (9) into (7), and use (1). This gives 
I | a A KR; 
9, =er(l -erfn)—5-+l5-—Prje”(t—er + : ) ()+,,klmM) . . (MO), 
where 
f\(D)=e"(1— erfn) 
ET (il) 


») 
f,(n) =(1— 29?) e"(l1 —erfn) —1- vn) 


... 
P% 





1 


» 
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quations (10) and (11) give the required formulae. The first term in (10) is the result found 
for an infinite slab in eq. (4). The second term in (10) is sufficiently small throughout the 
whole of the range for n and y to justify the omission of the following terms in (). 


For small values of , : 
R 2 - 3 2 4 | ) 
„InN)= nn"; 7" u u ea MT ie, er EHER ö) 
f: / / 3] 1 34 1 


and, for large values, 


ı /2 2 9) 
| Aa en a ae 
7 ”" 2 | 


f. (7) 1 T 


7 
The following table is inserted for comparison with Herr Pöschl’s Table 2 (see p. 256 of 


his paper); but it must again be emphasised that the best way to present numerical results 
would be to tabulate f, (y) and f, (7) agaınst »,. 


Table 2. 9 for aninfinite eireular eylinder, 








a Rd 0.41 0.5 | 4 10 >) 50 100 >) 500 1000 OO 
0.0003 0.98 0.990 0,981 0,926 0,830 0,702 0.465 0,285 0.155 0.064 0.032 0.016 
0.0005 0.997 0.987 0.975 0.8907 0.789. 0.641 0,394 0.230 04121 0.049 0.025 0,012 
0.0010 0.996 0.982 | 0.965 0,870 0.720 0549 0304 0167 0.086 0.035 0.017 0.009 
0.0025 0,994 0.972 0.045 0.805 0,609 0.420 0.205 0.107 0.054 022 0.011 0.005 
0.0050 0,092 0,960 0,0923 0,740 01.513 0.326 0.147 0.075 V.O3S 0.015 VOUS 0.004 





4. The sphere. The operational solution for a sphere was not given in the previous 
paper, but is easily obtained by the usual method. If » is distance from the centre, the 
temperature 9 satisifes the equations 


tı © q RA) 14 
r It Of 114), 
d=1, when t=09. . : . 2 2 I 2 ı ı 2 =. .« AA), 
ol, 
"ee 5 h3=0, when r=R. . ...+°.° . ° . K16). 
or 
If 
N RR I N 2 
the auxiliary equation 1 
0° z 
\ rd) Fir) a nee A 
Since 9 must remain finite when r vanishes, the required solution is 
sinhyr 
"—=| | : 
er 
and. from (16). 
AlqgReoshqR sinhg R+hRsnhlgaK)=- hR, 
so that 
h R? sinhqyr 
9-1 ! (19) 


yReoshyR  snhqg R+hRsinhyg R Fr 
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The surface temperature is found by putting r=R, and a formula suitable for small values 
of at/ R® is found by expanding on the assumption that q R is large, and then interpreting 
term by term. Hence we find 





4 h Rsınhg R 
. 7 I? cosh 7 R+I(hR I) sınh 7 ID 
| 
h R(il — e-?«af) \ 
qyR+hR-1I-+er2ıf(y R—-hR+I) i 
ı 
h R pP» 
| oRIAR—1 (sufficiently accurately) (201 | 
( 
h \ 
er \ | 
Hr ran | 
{ 
h h | 
IT ER Riq+h) | 
Comparison with (7) and its interpretation in (10), shows that for a sphere we may take | 
E . 
=) r hm): 


where fi (y)) and f,(y) are given by (11), and y and „ are defined in (l). To this order of 
approximation, the results for the slab, evlinder and sphere are in arıthmetical progression. 


The following table is inserted for comparison with Herr Pöschl’s Table 3 (see p. 257 
of his paper). 


Table 3. 4 for asphere. 


Rd 0] 0,5 1 | 10 2) 50 100 200 500 1000 ZOO 


V.O00BZ 0.098 0.990 0.981 0.925 0.829 0.700 0,46 








2 0.283 0.153 0.063 0.032 0.016 





0.0005 0.997 (0.987 0.975 0.906 0.787 0.638 0.391 0,227 0,119 0.049 0.024 0,012 
00010 0.906 0,US> 0,064 0,869 0.717 0,545 0,300 0.164 0.084 0.034 0.017 0,008 
0025 0.904 0.071 0.0944 0.80] 0,603 0.413 0,199 0.103 0.052 0.02] 0.010 0.005 
V.OOSO 0,092 0.059 0.920 0.733 0.503 0.316 0.140 0.071 0.035 0.014 0.007 0.004 


Summary. If a is the thermometrie eonduetivity and h the relative emissivity, simple 
formulae are given for the surface temperature, ®,, ot (1) an infinite slab of thiekness 21(2) an 
infinite evlinder of radius 7 (3) a sphere of radıus A, which, at time ?=0, is at unit temperature 
and is placed in a medium at temperature zero, into which radiation takes place from the 
surface. The formulae apply when at/F or at/R? is small, when the usual solution as an 
infinite series converges very slowly. The formulae are 


»,—=f,(n) for the slab, 


lı_ 
—=f,(n)+,.f.(y) for the eylinder, 


‘ 


E; 
A, dr — Am) [or the sphere, 


4 


where f, (np) and f, (n) are given in equation (11), erf „7 being defined in equation (3), and y 
and 7 in equation (l). Some numerical values are given for comparison with values caleulated 
from the series by Herr Dr. G. Pöschl. 396 


ıW, 
ch. 
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Mathematische Theorie des Schwingenfluges. 


Vortrag auf der Würzburger Tagung der Gesellschaft für angewandte Mathematik und Mechanik 
am 18. September 1933. 


Von Werner Schmeidler in Breslau. 


Einleitung. Im folgenden soll die Theorie eines schwingenden Flügels entwickelt werden, 
beidem gleichzeitig die Flügeltiefe als zeitlich veränderlich angenommen 
wird. Obwohl diese Annahme für den Vogeltlug kaum zutrifft, kann die im folgenden dar- 
vestellte Theorie doch insofern mit diesem in Verbindung gebracht werden, als infolge der 
verschiedenen Durchlässigkeit eines Vogelflügels bei verschiedenen Anstellwinkeln Auftriebs- 
und Widerstandsbeiwerte herauskommen, deren Unterschiede bei geometrisch festzehaltenem 
Profil nieht allein durch die verschiedenen Anstellwinkel erklärt werden können. Es liegt 
daher nahe, zum Ersatz für diese sonst theoretisch schwer faßbaren Unterschiede eine äqui- 
valente Flügeltiefe einzuführen, und diese dann während der Bewegung in geeieneter Weise 
variiert zu denken. Es kommt aber noch ein anderes Interesse hinzu, das eine theoretische 
Untersuchung des neuen Prinzips zu rechtfertigen scheint, nämlich das alte Problem der 
technischen Verwirklichung des Schwingenfluges, das bekanntlich schon die 
Väter der heutigen Fliegerei, wenn auch erfolglos, beschäftigt hat. Wenn hier angeregt wird, 
dieses Problem mit der neuen Variante der gleichzeitigen Veränderung der Flügeltiefe als 
technische Aufgabe in Angriff zu nehmen, so kann sich der Verfasser dabei auf gewisse Vor- 
arbeiten stützen, die unter seiner Leitung im Versuchsflugzeugbau der Technischen Hochschule 
Breslau in bezug auf die Veränderung der Flügeltiefe im Fluge geleistet sind'). Im übrigen 
wird niemand die Schwierigkeit der technischen Durchführung unterschätzen; der Reiz der 
Aufgabe liegt in dem täglich zu beobachtenden Vorbild der Natur, das offenbar auf ener- 
zetischen Vorzügen des Schwingenfluges beruht, die unserm gewöhnlichen Propellerflugzeug 
unerreichbar sind. In der Tat sind ja gewisse Energieverluste beim Propeller bekanntlich 
unvermeidbar: wenn aber der Antrieb der schwingenden Bewegung in zeeieneter Weise mil 
Hilfe des Prinzips der Resonanz erfolgt, so läßt sich zeigen, daß die energetischen Grund- 
lagen günstiger sein können. Mit diesen Andeutungen, die lediglich die Bedeutung unseres 
Problems charakterisieren sollen, und deren Weiterverfoleung dem Versuchstlugzeugbau vor- 
behalten bleiben mag, wollen wir uns hier begnügen. | 

Zur theoretischen Behandlung der Aufgabe gehen wir wie in der Prandtlschen Theorie 
des Normalflugzeugs von der ebenen Potentialströmung um ein Profil aus, dessen Tiefe jetzt 
aber zeitlich variiert, während gleichzeitig das Profil relativ zur Luft nicht nur eine Trans- 
lationsbewegung, sondern auch eine periodisch veränderliche Drehung (infolge der Schwing- 
bewegung) ausführt. Eine beliebige Bewegung eines beliebigen, aber festen Flächenstücks 
in einer ebenen Potentialströmung hat Glauert?) untersucht und auf Grund der Kutta- 
Joukowskischen Hypothese die Zirkulation und die Kräfte auf das Profil bestimmt. Auf 
(Grund der Annahme, daß die durch die Veränderung der Flügeltiefe hervorgerufene Eigen- 
strömung vernachlässigt werden kann, können diese Formeln alsdann auf unsern Fall über- 
tragen werden. Während also in früheren Arbeiten zum Problem des schwingenden Flügels’) 
die veränderliche Zirkulation notwendig mit einer Abgabe von freien Wirbeln in die Flüssig- 
keit verbunden war, was erhebliche mathematische Schwierigkeiten zur Folge hat, werden hier 
diese freien Wirbel durch die gebundenen Wirbel ersetzt, die mit der Veränderung der Flächen- 
tiefe von selbst erzeugt und vernichtet werden. Auf diese Weise läßt sich die potential- 
theoretische Grundlage auch für unsern Fall retten und darauf aufbauend nach den Grund- 
sätzen der Prandtlschen Theorie die Berechnung der Kräfte auf den endlichen Flügel vor- 
nehmen. An Stelle des induzierten Widerstandes ergibt sich jetzt im zeitlichen Mittel ein 
Vortrieb, der ebenso wie der Auftrieb naturgemäß von der vorgegebenen Gesetzlichkeit be- 
züglich der Flügeltiefe abhängt. Wir behandeln im folgenden nur den Fall einer elliptischen 
Tragfläche; es ergibt sich für die unendlich vielen Koeffizienten der als Fourierreihe darge- 
stellten Zirkulation als Funktionen der Zeit ein Differentialgleichungssystem, das nach einer 
sukzessiven Approximationsmethode näherungsweise gelöst werden kann. 

Auf Grund der Theorie erhält man zum Schluß einfache Näherungsformeln für den 
mittleren Auftrieb und Vortrieb, die eine Beurteilung der zu erwartenden Flugleistungen für 
konkrete Fälle gestatten und hier angesichts der verschiedenen Vernachlässigungen mit allem 
Vorbehalt wiedergegeben seien. Eine Nachprüfung durch das Experiment bleibe vorbehalten. 

1) Vel. W. Schmeidler und G. Neumann: Ein Versuchsflugzeug mit veränderlicher Tragfläche. Zeitschrift 
für Flugteehnik und Motorluftsehiffahrt (1932). 

2) The accelerated motion of a eylindrieal body through a fluid (Aeronautieal Research Committee Reports and 
Memoranda Nr. 1215, 1929). 

3), Vel. z. B. W. Birnbaum: Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik. Bd. 3 (1923), IS. 290 IT. 

I1* 
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$S 1. Potentialtheoretische Grundlagen. Wir behandeln zunächst das ebene Problem. 
(segeben sei eine ebene Potentialströmung um ein geradliniges*?) Profil, dessen Tiefe fr) mit 
der Zeit 7 veränderlich sei, und das gleichzeitig eine beliebige Bewegung in der Ebene aus- 
führt. Wir führen ein im Körper festes Koordinatensystem ein, dessen Anfangspunkt 0 mit 
dem Mittelpunkte und dessen .r-Riehtung mit der Riehtung der Geraden übereinstimmt, Der 
Mittelpunkt bewege sich gegen die Flüssigkeit im Unendlichen mit den Geschwindiekeits- 
komponenten ! und V, und die Drehung des Körpers erfolge mit der Winkelgeschwindigkeit «. 
Wir übernehmen «dann die Formeln von Glauert in seiner in Anmerkung?) zitierten Arbeit. 
da wir annehmen wollen, daß die dureh die Veränderliehkeit der Tiefe hervorgerufene Eigen- 
strömung der Flüssigkeit vernachlässigt werden kann. Die Annahme hedeutet also. daß die 
Zarkulation um das Profil sich in jedem Augenbliek der vorhandenen Profiltiefe anpaßt und 
vermöge der Kutta-Joukowskischen Hypothese berechnet werden kann. 


Nach Glauert a.a. 0. Formel (13) ergeben sieh dann die Komponenten X und Y der 
resultierenden Luftkraft in der .- bzw. y-Riehtung in der Form: 


A =. A Y ou 2 8% 
0 V‚!+7, Vo, 0 ER | ae— ‚ . ıhh. 


während sieh für die Zirkulation nach Formel (14) a. a. O. der Ausdruck ergibt: 


E... 
’=nvtsino* + a (2). 


Hierbei bedeutet «* den zur Zeit r wirksamen Anstellwinkel. 


Gehen wir jetzt zu einem schwingenden Flügel über, dessen Breitenerstreekunge von 
D . N E R . N . ry\ .. . 
„ bis = , reicht, und fassen ein Element dz dieses Tragflügels ins Auge, so können 


wır die Kräfte IX und dY auf dieses Element nach Formel (1) berechnen. Ist = die Flue- 
eeschwindigkeit, die wir als konstant betrachten, und » der Ausschlagwinkel des Flügels, 
Su wertde 
33h. 
sin ım sin» rt, 
l 
' >hlz|sinvr 
7 z sin m: 
: D 
vesetzt, wobei A die größte Elongation der Flügelspitze und » die Frequenz der Schwingung 
bedeutet. Die dureh die Schlagbewegung entstehende Aufwärtsgeschwindigkeit des Flügels 
vegen die Luft ıst an der Stelle z gleich 


dy 22h z vecosvr 


dr I 


und daher ist der Anstellwinkel «* des Elements dz an der Stelle 2, wenn a der Anstell- 
winkel des Flügels ın der Ruhestellung ist, 


ie Ih\z\rcosrtr mw 
a =a N er er re LE SE 
hr " 


wobei 30 die an der Stelle z induzierte Abwärtsgeschwindigkeit bedeutet. Die Fluggeschwindig- 
keit » wird dabei als groß gegen die Zusatzgesehwindigkeiten angesehen. Hiernach wird jetzt 
für «das Element dx: 





° >h'z vcosrr Ta 
| "Cosa" "cos[a |, 
nv / 
>h\z|\vcosrvr N 
\ "sine sin|a E, en 
| hı " 
da®* 2hiz|v’sinvr I dw 
N) 
dr hr vr dr 


4, Is werden also hierbei eintreiben die Unterschiede, die auf der Profilform beruhen, unterdrückt. 


BP vn 


_, 


1* 
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Nach Formel (1) ergeben sieh danach die Kraftkomponenten auf das Element dz in der 


. r- bzw. y-Richtung zu 
t 
- | AX ie  P 0 
| I" sın a* ne sin a” Ja 2, 
0 | 
r ’ 
d } v ae T { y 7 
| Iv cos a’ + j @rcosa KR 2. 
‘ 

Bezeichnet man die Komponenten in der ungestörten Bewegungsrichtung unter dem Winkel « 
bzw. senkrecht dazu mit Vortrieb bzw. Auftrieb, so werden die Anteile d T und dA 
| hiervon bezüglich des Elementes dz: 

aT 8X BE . 4 nr . = 
Cosa sın da = "| / -sınla“ «) sın fa” — a)\dz, 
>) 0 0 | 
(>). 
di dX , d) Bd r nt? TE 
sın a — COS A [1 cos ta” a)—+ «cos ia” 4 a))dz 
VÖ [#) 0 | 





In diese Formeln kann aus den Formeln (2), (3) und (4) der Wert für 7, a* und » ein- 
vesetzt werden. Ubrigens wird es genügen, bei Beschränkung auf kleine Anstellwinkel wie 
üblich den sinus durch den Bogen und den eosinus durch I zu ersetzen. 


$S 2. Die Berechnung der Zirkulation bei gegebenem Tragflügelumriß. Wir führen ım 
folgenden für die Zirkulation und für die Tragflügeltiefe, die beide an den Flügelenden ver- 
schwinden, Fouriersche Sinusreihen ein, setzen also: 


v \ . I 
"’—2br. ) A,sinng, 2 „eosq) 


" | 
! F f,sinng 


Da # symmetrisch in bezug auf die Flügelmitte ist, durchkiuft » in dieser Entwicklung nur 
ungerade Werte: das gleiche setzen wir bezüglich der Zirkulation voraus, da wir uns auf 
den symmetrischen Flugzustand beschränken wollen. Die auftretenden Koeffizienten 1, (r) 
und #,(r) werden jetzt natürlich Funktionen der Zeit, wobei wir die #,(r) als bekannt und 
gegeben, die A,(r) als gesucht betrachten müssen. Zu dieser Hauptaufgabe der Bestimmung 
der .1,(r) aus den gegebenen Funktionen #,(r) dient die Gl. (2). in der wir uns alle Größen 
als Funktionen von r und g eingesetzt denken wollen. Von Wichtigkeit ist dabei vor allem 


TAuR:.. i . Nr en : 5 
noch der Ausdruck für - : diesen ersetzen wir wie in der Theorie des Normalllugzeugs dureh 
2 


\ sınny Br Ei er 
A,„— sehen also dabei von den Modifikationen, die aus der Kniekung der Profil- 

sin 

n—] / 


linie sowie von den Krümmungen der abgehenden Wirbelfäden herrühren, ab. Alsdann er- 
eibt sich: 


4 7 - 
\ \' | hv cosrrt: C0OSg \' Sn aı q 
br: A„sınnq TV „sing u a 
| fh Sın 
n=] n=] .. 
b). 
L 7 
a / \ y 2 lı y” COST: COS y \ = d A, sın a ‘ 
+ | ,sinng) | m“ x | 
n ] [7 | 





Diese Gleichung ersetzt ein System von unendlich vielen Differentialgleichungen für die 
unendlich vielen unbekannten Funktionen .l,(r). Man braucht nämlich nur links und rechts 
mit sin ng zu multiplizieren und zwischen O und über 9 zu integrieren, um eine Differential- 
gleichung des Systems zu erhalten. 


Wir beschränken uns nun auf den Fall eines elliptischen Tragflügelumrisses, d.h. wir 
setzen 


t=t,(T)sing: f. 0; 


alsdann geht die Gl. (6) über in 
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4 F | 
‚ hveosvrt- | cosg , sınn« 
° . D \ N / 
2b: \ I,sinng =art, sing a \ A, 
ER 2 dm) sınq 
n | N l 
l = 
(4). 
FT. 
at” sın’q ps v’sinvrt- Ccosg \’ ddA,sınng 
- „ - 
| " ER dr sıny 
n | 





Zur Lösung des hiermit gegebenen Differentialgleichungssystems setzen wir die unbe- 
kannten Funktionen in der Form an: 


X 
A. d)=AX,.,{d)+ — 


l > 
. 


Durch Einsetzen dieser Potenzreihen ın (7) erhalten wır 


. An Aus 
2 \ (2b r- W.T t,)| Äno I —. = = 7 en sin n / Tv t, sın Y) @ T t, h COS YT, COS / sın 4 
‚2 
n==] 


7T Ay sın? 7 P v" sINYPT COS 7 
| " 


(I | VO” 


I 
v Bi, > \sinny 
n|. [7 0 T u; T £7 E73 .- .z |. 
— sın 4 


n=| 


Hierin können wir nun, da » ja ein von den übrigen Größen unabhängiger Parameter 
ist, die einzelnen Potenzen von ® rechts und links miteinander vergleichen: dies liefert: 


\ (2b-+nat)X,sinng ztasıny, 


n 1 “ 
% 4 
\, | MER: A SEE 
(2b-+-nnat)A,sınng at, hvcosvtr- COSQ sing -— I "AX,,sinngsinw, 
nz EEE 
„ | „ l 
4 T. 
ei ER Ag i 
‚ . 1 PN . j . Pr u r . . 
\ (2b+-nat)X,,sinng f hv’sinvrt- cosq |sin?g L N "N\,,sinngsing, 
3 DZ 
) | „ | 


Ilieraus kann nun der Reihe nach der Wert von X, Ayı: Ay, - . . bestimmt werden. 
Man findet jeweils dureh Multiplikation mit sın mg und Integration über 9 zwischen O und x: 


\ ta \V % \ 0) () 
pin X,n=..=X. >... 3 a Sa wer HT (9). 
n-+-1 
2 
en (—1} SE _ a5 | jr 
brnmnt)Anı a at hvcosvrr- #5 [ nz 1 . 
DU RRLLE 
\ Ihvrcosrr-#, ai, nua ” dr 
a 3eab-+nt) ‘) 2b +nt,) 
10). 
dt i u 
n—1 2h 
\ Mr Ihvtcosrr 2nal,? dı | 
Ans ji, = . - z + = .n . je 
| (n Hieeb+Hnat) nn? —4 (2b-+at) 2btunt)) n | 





ul 





»h. 
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7 ) ® 02) "’ 
hv’t’sınvr | ER \’X,, 1: 
Ay 5) ro i 2 (il), 
Ii2b + nt) 2b+ınt un | 
n==} 


und so weiter. Die Konvergenz der so bestimmten Potenzreihe läßt sich beweisen. 


Hiermit sind die ersten Glieder einer periodischen Lösung unseres Differentialgleichungs- 
systems bestimmt; durch eine andersartige Betrachtung, deren Wiedergabe uns hier zu weit 
führen würde, kann man zeigen, daß das Differentialgleichungssystem (7) nur eine einzige 
periodische Lösung haben kann, womit die gefundene Näherungslösung als die uns im folgen- 
den allein interessierende Lösung erkannt ist. In analoger Weise kann das Problem bei 
einem beliebig gegebenen Tragflügelumriß behandelt werden; man hat dazu nur mit der 
allgemeineren Gl. (6) entsprechend zu verfahren. 


$ 3. Berechnung des mittleren Vortriebs und Auftriebs. Wir gehen nunmehr auf die 
Formel (5) in $ 1 zurück. Wir erhalten dann für den zeitlichen Mittelwert des Vortriebs 
während einer ganzen Periode den Ausdruck: 


T v ER r nt? , 4 
\ \j7 sın (a” — a) osın (a + a) = 


| „sing dq dr. 


o PA 
ı 0 


nt? 


Hierin ersetzen wir den sinus durch den Bogen und führen für 


o» seinen Ausdruck nach 


(2) ein: dann ergibt sich: 


T yv a WATER r i u 
z . „ \ \ / (a* a) —(a*+a) (I avta”)] „singdgdı 
.- ui Tat . 
voll ZU E u 
pr \ \ BR "ta" (a" + a) Jal | > sın q d 7 dı 
m m 
verbi ( | u. hveosrt cosy Be ' a: . sın n o\ 
ıt, sın? A } are 
> \ \ \ " n[Xns 2 | sinyJ 
0 n 1 
hvcosrrt cose , X, sın mn 
& >, \ n(X0+ = Pr : s 
" " siny J 
n ] 
2 X | 
| a I \ IN not E ı D; .\sin n y sın 7 | d 7 d T, 
n=] 


Wir erhalten nun durch Ausführung der Integration nach y zunächst an Gliedern mit 
»” unter Berücksichtigung von (9): 





v dr ba Adb+nat)a Eu a 
S onkai St, ent)" 
N) . 2 (12). 
za ((db+nt)t, - 21, (2b+nt,) ao vb® ( Er 
-\ I dr: -\ „dr 
| 1 2b +nt,)’ l \2b+nt,) 
0 ) 
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An Gliedern mit ” ergibt sich ferner wegen Ww 


\sin?q cos q d y 


i j ” 2nta Ghb+-af 
" Aur?a Au=3a 2b +at, ıb+nt,” 
und weren 
dt 
Sie KL; | 
2 J Vox T Iabt, hveosvr Satlab dr 
7 f} . N ‚T - 7ı 6 . > N 
” rt, N YVCOS) u 1 11 ) 3(2b Hat,) 3(2b+nt,)’ 
Inseesamt: 
— ») 1’ f 3 A „th _ 
av® Peer ren Inbhvtcosvyr 77 dr ’ avyrb? a \ vl 
tz \2d+at,| 3@b+at) 3@b+nt)” | 7 de 
u 0 
ar’r ” Gh-+nt, | ’ av” hg 4 Ks v7 ‚a3. 
2 \@eb-+z#t)): ‚cosrrdr 2 | ERET Fade 
(u u 
ar ihi 2) lt 
> \ \„.t,eosvr-dr 
> '2b+nt,) 





0 


dt 
Dabei verschwinden die Integralbestandteile, in denen = vorkommt, da die Durchführung 


der Integration eine Funktion von #, allein ergibt, die als periodische Funktion von r an 
Anfang und Ende des Intervalls denselben Wert besitzt. 


Endlich ergeben sieh die von » freien Glieder in folgender Weise: 


] ı I 
vb \ Gh-+ af RR vrbIl ,. . sın ne 
And,’sn a Xu'5 dr-+ \ \t, sin’ y Ihrcosrr coSy + \ PR dydr 
la so rn, 32 In). mes sın y 
M 0 8 n ] 
vb’ caı 7 
dr. 
Bi \ m 
u" 


Hierbei schreiben wir in erster Linie die von «a freien Glieder auf: diese sind: 


7 l 
vb == Bus j . "v»( 1 ° -Ahrtcosrr sinne 
\ \Y sın? In: cos’ vr rcos’g + 2hvcosr T|Cosy \ . a eb Arr dr 
“B | — (nn -4)2b+nat) siny/ 
‘ (0 n l | 
bi 7 \'n’16h’vt’cos’vr 
% \r r ) a “ PR > .d T . 
I. 2 oa (m (2b +- nat): 
( n = |] 
Weren 
ee n | 
_ R 7 1) *% :3 
\ sIN”y cos" y dı St \ sINn 4 sım g,C0s q dl y - 
n° 
M M 
| A 
# 





(4 


:h. 


PR ee 
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wird dies gleich 


2 In 
1 ı I. 
av’bh?t ß u E \' n 
>>  \teos’vrdr AbWv \t,? cos’ yT° 7:57 ( 
32 Lan (mn? I’ (2b nat) 
) 0 n | 
IT 
l FT. 


\ nn dr 


(2b nat)” 


-2 bh? v" \ at’cos’rr- 


nz (m 


M n l 
1} U ST. 
3 a2P r Yy 
zw’ bh? \ \ n nt, 
t cos’vrrdtr 2bh’v’\t’cos’vr- e r I dr 
32 ) \ a (2b +-nal) Ib+ nat, 
() 1 n=—=]1 
Dr Ir 
ı ) I. 
M} .f q Y 
av" bh? \ nAb+-untf) 
cos’vrrdtr 2bh’v \ !’cos’vr- — N <- „dr n ungerade), 
32 \ de u (In? — 4,’ (2b + nt) ) 
5 u „ 1 
oder wegen 
I. 


- n uneerade 
64 a (et — 4) \ erade) 





N l 
gleich 
Br cos’vrr|>2 Snbt an’ nt." 
l 1? »* \ \ : ) = Ps 
U U; (n” f)° JT (Z I T „MT A | 
e7 ] 
In? r®l Ez 08? y Ih? 
‚hr \ We en, „Ar +. (14). 
an uw (n?—4”’ Zb+nnt,) 
0 n l 
Sh# 3 w® \' | 
7 hessen I Ge gr@bknai): 7 (mungerade) 
m) n=]1 


Die Glieder, die den Faktor a enthalten, werden ferner, wenn wir die Bestandteile, welche 
den Faktor «° enthalten, fortlassen, da sie gegenüber früheren Gliedern von geringer Be- 
deutung sind: 


vba Gb+nt, 
3 \(” tat rt) X.dı 
[5 
: np 1 dt 
e | I42 ‚Sn. ) 
- \" >] | ( I ?.92 2t, za:2b FERLL 
K ( un SNVCOSVT- n? nn? eb +-nt) (2 Lunt,)' 
Un=]l 


Gehen wir nunmehr im Interesse der Vereinfachung der Formeln zu einer speziellen 
Bestimmung der Funktion #, (r) über, so erkennt man leicht, daß die am nächsten liegende 
Festsetzung die folgende ist: 


t ()=t,(1l—4cosvr) BEE 5: u a Eee ik m 


Wird dies in die zuletzt aufgeschriebenen Glieder eingeführt, so erkennt man, daß die 
Glieder bis auf ein Glied mit «a°’, das zu vernachlässigen ist, sämtlich verschwinden. In der 
Tat wird jedes der auftretenden Integrale durch Einführung von cos vr elementar auswertbar 
und an den Grenzen gleichwertig. 
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Im ganzen bleiben demnach zur Bereehnung des mittleren Vortriebs die Ausdrücke (12). 


(13) und (14) übrıe. so daß man näherunesweise erhält: 


T Tan vb? \ Au / ar Eh \ 35 7 f, 
’„” AT } —E, COSYT« 
D | \en+at): 3 VIET a ee 
” m m 
l FI 
sh’h?v’t( \ ’ | 
F cos’rrt: r r dt (n uneerade 
7 \ u KM y’(2b+-nat,)? ” 2 
u H ] 


Unter Beschränkung auf Glieder zweiter Ordnung in / erhält man hieraus, wenn die 
unendliche Summe beim zweiten Gliede anzebrochen wird: 





I Free (Trbihvit,(2b Bat), 4b’archvit?(b — zt,)) 
0 Ba IT ER a 32h +71) Re 3(2b + at) 
| (16). 
su’lWvwt | u ib — nt, Ssh’h’vt, 3 u 12b—Yıt, 
Ser Pu RE - .| wer = il ar. —n >| 
20h Hr) t (25 + rt)” 23(25b- 9rt,) l 2b on R, 


Wie man sieht, wird der Vortrieb eine quadratische Funktion  @®P+aV9+R von a, 
bei der die Koeffizienten P, Y und A positiv sind. Insbesondere wird also T für @==0 positiv 
und erreicht für einen bestimmten positiven Wert a, pen Maximum. Von da an nimmt 
() Oo” DR 0 ee 
pt] op) + p ann einen Widerstand. Diese 
letztere Aussage hat allerdings nur dann eine Berechtigung, wenn der betreffende Wert von «a 
noch klein genug ist, um die Gültigkeit der Formel aufrechtzuerhalten. 

r | m | 
I»m. _-—. v=W sn so er- 


> set see’ 


gibt sich P= 2450, 9=51, R= 121, und für a=0,15 (9°) wird T=-9,1 kg, also ein zur Über- 
windung des schädlichen Widerstandes größenordnungsmäßie möglicher Wert. 


der Vortrieb ab und verwandelt sıch von « 


Wählen wır z. B. b)=12?m,. k=1m. f 


Wir gehen nun zur Berechnung des mittleren Auftriebs über. Formel (5) ın $ 1 liefert: 


I ‚sol ii. af , 
o ön\ \ I+ | dr) 2 sınpdgpdr. 


Daraus ereibt sich nach (2): 





A vol R l, j 
N \ \[2/ Jı " ta“) > sın 4 da dr 
[#) al ya 
” m N 
vır bl \ Een hvcosvr |cosy \ sinn y 
\ \ Ib ° A,sın»g sing - af, sın’qla "A, dydı 
u 1 di za 
ı i 
A vvbi vYhb 2( 
= S \(A4,dtb -nt)— nrat)dr-  \teosvrdr 
2 ) ( 


oder nach (9), (10) und (11) unter Beschränkung auf die Glieder mit »°, vo und 1: 


| vr bi ra \ \ 
0 8 \\on = a ne a 
0 


Janı 


(ılı 


od« 


u 


hie 
VO 
lie 


ie 
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2 dt, = 


2t’an-2h 


I 


veb\ ([4hveosvr-t, dr rhbı?\ | 
5 \ 3@b Fat) " 3@brniy ‚Jeoraidar g \Meoserde 


vb\/hv’sinvr-t° a: \’X 
Zu 1 R A Ei: / 
s\ Ib +at)  2b+nt Zn" 4b+rt)dr 
I n 1 
av? b® | at, "vhh | Ib+-nt, 
— | \>, Es ger 5 \heosrrla,.. n Ildı 
( u 
vb /hv’t’sınvr 2 1,° \' X 
1 ab " ni u / 
ng \| I2b+nt) 2b+at, Zn Ab +tat)dı 
0 n = | 


Setzt man nun wieder für f, den Wert (15) ein, so liefert die letzte Zeile bis auf ein 
(lied mit a, das vernachlässigt werden kann, nur verschwindende Integrale. Daher entsteht: 


A avır ll 2b "vbEh\ t,cosvr 
| \ | l—; dr _ \ : dı 
m) | 2hb-+nt, > \2b-+rt, 
0 0 
oder unter Beschränkung auf Glieder zweiter Ordnung in 4: 
A anıl% | 2b Fre | 2avvb’iht, 
O 2 2b+ nt, 2b+-n1,) 3(2b + nt, 
anıv?b®? rt, 8 >naveböiht, 
2 2b+-nt, (2b+n 13) 3(2b + rt, 


„1 


j. an?" b’t, | nt b 2avebiiht 
o 2eb +rt,) -@btatp)+ 3@iLaty 


0 


(1m). 


In unserm Beispiel ergibt dies für a=- 0,15: A= 274 ke. 


Durch Elimination von a aus den beiden Gl. (16) und (17) kann man den Vortrieb als 
quadratische Funktion des Auftriebs darstellen; das quadratische Glied liefert für »—=0 und 
;=0 die gewöhnliche Formel für den induzierten Widerstand. 


Die Frage nach dem für die geschilderte Bewegung praktisch erforderlichen Leistungs- 
bedarf kann erst erschöpfend beantwortet werden, wenn über den Antrieb klarere Angaben 
vorliegen. Immerhin können wir schon jetzt die zur Überwindung der Luftkräfte erforder- 
liche mittlere Leistung 1 näherungsweise berechnen, und zwar in folgender Weise: 


Ir b In 
1 ) ı 4 
vı (di dy veo(l ( a ; 
I; Fi 1 da‘ ,, dr pr \ \j27 nvta“] 3sıng h vCOSYT-\COSY 'dq dı 
0b 00 
In 
1 T LT. 
Wirhb 0 a hy ; g a 
4 \ \ | Ib | A„sinngsing- cosyp,cosyr— at, sin’p cosp cosvtX 
"0 1 
mn 
hvcosvr|cos« , sin 
N | N N ne 
(a . \ n Au u dydı 
v sing , 
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"ıtbho\ a 3 3 24 at, cos’rr.hv a 
\ tl: > |,-ecosvr + rt cosyT — a ° 
In . —— „° | +) ı 5 
7 n | 
u. n ] 
Y 2 s ] 
(—1) * :23n 
“nl, cosvr: \ = .A,|dı 
| VA n® — 4 | 
n | 
e n | 
"it bho\ \' )  * 8; X, 2na 
( j ® Ayı Eu Asa 
= \ db naf) nn: IN „ t...jeosvr+ 5 I, cosrr 
u [7 l 
ut hvecos’vr 
S 
= p „ ] „ | 
wor bh 0 \ ‚ | ( I) > ( 1)  .-4h vf,cosvrt 
\ \ Adb-+-naf) - 
nn | n ) "(in - HiIı2b + nat) 
u 7 | 
| Ye] dt, 
nat, 
ı "da | 
. cosvyr 
"lan Nie2b-+- at (2b +-nal) 
Ih+- at, at, a alt vosvr thveosvr) 
= COSYPT. - - - dr 
3 2b +at, 3 I6r | 
y’9* un, / 1 Ih er / the F 2 
= - „T cosv7T T— COS’VT 
6.7 = 2b+nt,) 7 
M m 
| \ r l 1 I, nt“ l 
’ > 5 - . («T 
Pe I)” 2b + nt, Fr. 
| 
Inrvr"b’hait,o tv hol R \' | 
Tr r Fr \tcos’rr = — dr. 
3.(2b—+- a4) 7 u (2b -+-nat) 
1 n=] 
Schließlich ergibt sich als Näherungsformel: 
/ 2avvb’hit,o 4reb?h 10, 2 Anbt, 
J o v (Ei Pr 
32b+- rt) 92h + rt) 2 (2b+n 1°) 
(18). 
vr db®hrt,o f 3 Ant,(b—n ')) 
eb +37, 24 2b+-nt) 





In UINSerm Beispiel liefert dies: 


-,„ mke nd 
L= 517 2.7P8. 


Se 


Die Formeln (16), (17) und (15) stellen das Hauptresultat der vorliegenden Untersuchung 
dar. Sie scheinen zu zeigen, daß die Durchführung des geschilderten Prinzips lohnend ist, 
wenn «ie teehnischen Schwierigkeiten überwunden werden können. Ob die elliptische Trag- 
Nächenform allerdings nieht zweekmäßizerweise durch andere Formen zu ersetzen ist, muß 
weiteren Untersuchungen vorbehalten bleiben. \ 
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Mechanische Siebketten. 
Von H. W. Koch in Hannover. 


ie Theorie mechanischer Siebketten läßt sieh entsprechend der von elektrischen Sıeb- 

ketten entwickeln. Hierbei kann man die bekannte Analogie zwischen mechanischen 
und elektrischen Schwingunesgrößen gut verwerten. Eine kurze Übersicht dieser Größen und 
ihrer Maßeinheiten zeigt die folgende Zusammenstellung [vgl. dazu Lehr') und Bark- 
hausen ?)]*). 


Gerenüberstellung elektrischer und mechanischer Größen in Schwingkreisen: 








elektrisch mechanisch 
Spannung: E in Volt Kraft: P’ ın ke 
Strom: 2 in Ampere Geschwindiekeit: # in cel 
Ladung: 9 in Coulomb = Amp. sek Ausschlag: s ın em = cel- sek 
Volt : f ' kur 
Widerstand: R in Ohm Dämpfungswiderstand: A ın 
Anıp. ee] 
* ke 
Selbstinduktion: L in Henry = Ohm - sek Masse: m ın ke” o| sek 
« [u 1} 
3 ! | Volt Ohm RR ke 
/Kapazität: 1/C in Federkonstante: D in 
Farad Amp.-sek sek en  cel- sek 
Frequenz I | Ohm I FR D kz- em | 
‘rei NZ: © - = ‘"requenZz! 0 > 
Lt Ohm-sek’ sek | I | em-kg:-sek? sek 
Kinet. Energie: 
I, .. Volt: sek £ r “ m ‚ke-sek , 
"Eye - Amp.’ Watt-sek  Kinet. Energie: ,: r’- ce? =kg- em 
> Anıp. ' > cel | 
Potent. Energie: 
9. Amp.” sek’: Volt D ko 
onmın | Watt-sek  Potent. Energie: -s’in .cm?=kg-cm. 
2 Amp.» sek 2 em 


Mechanische Modelle elektrischer Kettenleiter sind in der Literatur mehrfach bekannt 
geworden. So hat z. B. H. Wigge?) ein mechanisches Modell eines elektrischen Ketten- 
leiters angegeben; hierbei sind kleine Pendel mit Federn in entsprechender Weise gekoppelt. 
In allen diesen Fällen handelt es sich darum, die Vorgänge, die sieh in elektrischen Leitern 
abspielen, an mechanischen Modellen dem Auge siehtbar zu machen. 


In dıeser Arbeit soll die Wirkunesweise mechanischer Siebketten beimechanisehen 
Schwingungen dargelegt werden. 


Kin mechanischer Kettenleiter besteht aus z Kettengliedern gleichen mechanischen Auf- 
haues, wie in Abb. 1 schematisch dargestellt ist. Ein solches Kettenglied ist ein mechanischer 


1} 
EIER RR 
7 Glıeg ) L. GUeg 
I 








G 





Abb. 1. 


Schwingungskreis, aufgebaut aus einer trägen Masse und einem federnden Körper, z. B. einer 
leder. © bedeutet dabei den komplexen Leitwert [reziproker Widerstand] und R den komplexen 


I) E. Lehr: Schwingungstechnik, Berlin 1930, Verlag J. Springer, Bd. 1, S. 229, 
?,H. Barkhausen: Einführung in die Schwingungslehre, Leipzig 1932, Verlag von S. Hirzel, S 238 bis 40. 
*) Anmerkung bei der Korrektur: Es sei ferner auf die inzwischen von A. Firestone im Journ Aconst. Soe. 
\mer. 4 (1933), 8. 249 veröffentlichte nene Analogie zwischen mechanisehen und elektrischen Systemen, sowie auf 
band 2 der Schwingungsteehnik von E. Lehr, Berlin 1934, hingewiesen, 
3) H. Wigge: Ein mechanisches Modell des Kettenleiters, Zeitsehr. f. teehn. Physik 2 [1021], S. 302; dort auch 
weitere Literaturangaben. 
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Reihenwiderstand von Masse oder Feder. Es wirkt nun am ersten Gliede eine Kraft P 


elektrische Spannung E,]|*). Für die periodisch veränderliche Kraft wird angesetzt P, -P,-eii t 


P, ist die Kraftamplitude; entsprechend werden im folgenden alle periodisch veränderlichen 
(Größen angesetzt. Durch diese Kraft wird der Masse des ersten Gliedes eine Geschwindiekeit 
", [elektrischer Strom @,] erteilt. Diese Geschwindigkeit ruft durch das Kopplungsorgan im 
zweiten Gliede eine Kraft hervor, die der Masse des zweiten Gliedes eine Geschwindigkeit 
erteilt. Durch die ganze Kette setzt sich dieser Vorgang fort. Man setzt nun in einem 
Kettenglied an: #,:R = P,  P,„4+,0oder nach Kürzung von e’®' als Gleichung der Amplituden : 
"NP, Pyr,:. Padurch ist der komplexe Reihenwiderstand R gegeben. Die Differenz 
der Geschwindigkeiten in zwei aufeinanderfolgenden Gliedern ist der Kraft proportional: 


< 


P,-8-r,—r,;,: dadurch ist ® gegeben. Führt man die Rechnung nach Ollendorf 


RR.) 
weiter, so findet man als charakteristische Gleichung für die Kette: Koja=1+ 
wobei a komplex und gleich +(9+ ig) ist. Dabei gibt d die Dämpfung, g die Phasen- 
verschiebung der Kraft in einem Kettenglied an. Beim Fortschreiten längs der Kette findet 
sich bei Annahme eines negativen a die Kraft im »-ten Glied zu P, = P-ev!.e "(+i4), der 
reelle Teil ist: P,= P-e "".cos (ot— ng). Außerdem ergibt sich noch als charakteristischer 


Wert des Kettenleiters sein Wellenwiderstand zu W= PP, stellt eine 


| N | 
S$ | ir 
+, R6 
fortschreitende, gedämpfte Welle dar. Für positives «a ergibt sich eine rückschreitende, ge- 
dämpfte Welle. Die Überlegungen vereinfachen sich, wenn man im Kettenleiter nur fort- 
schreitende Wellen annimmt, die rückschreitenden Wellen müssen also verschwindend klein 
sein. Da diese nur dureh Reflexion am Ende der Kette entstehen können. kann man sie 
entweder dureh eine sehr lange Kette, oder aber bei einer kurzen Kette durch geeignete End- 
belastung klein halten. 


Entsprechend der Spulen- oder Drosselkette wollen wir jetzt die mechanische Massen- 
kette behandeln. Ihr Schema zeigt die Abb. 2a, das Schema einer zweigliedrigen sym- 
metrischen Massenkette geht aus Abb. 2b hervor: jedes Kettenglied ist als ein Glied erster 
Art’) anzusehen. Bei ihr bestehen die komplexen Reihenwiderstände N aus einer Masse und 
(die Leitwerte ® aus Federn; außerdem tritt noch bei der Bewegung der Masse ein Dämpfungs- 
widerstand auf, der aber als klein gegen den Trägheitswiderstand vernachlässigt wird. Es 








I 




















Abb. 2a. Abb. 2b. 

. d A . . n = E az a 
wird dann: P„— Pua+, =M fh oder mit ?,— ?,„-elo! nach Kürzen von evt: P, P,,;, 
"„.3°0-+ M, damit ergibt sich für den Reihenwiderstand: N=i-n:-M. Ferner ist ®,., 

| d P * — Rn) . . Y 
v y°' Fr - oder %, — Un+ı = Par‘ DD; D ist die Federkonstante der koppelnden 
i 2 ” ‚. to Zn == 

Feder. Damit folgt für den Leitwert ©: D Als charakteristische Gleichung erhalten wir: 

au; oo" M or : a 2A ’ 5 lzr, \ 
Gojar 1 3D- Daa=+(d+iy), wird&oj ta + Bol (d Hig)= Lo dcosy +iFZind sing, 
2 Nas I a M 1, “ a 

also Cofdcosy Hi<imdsing=l  ,°. ,, da D „ Ist: für das Frequenzverhältnis 
0) Prog Do (N), 


wird », eingeführt. Reeller und imaginärer Teil gleichgesetzt gibt: 


Ko] ) COS y l ) 27" 
Zinösinp=d. 


| 


Entweder ist Zind 0 oder sing = 0. Im ersten Fall ist dann Cof 9 = 1 und cosy 1," 


d.h., die Welle geht ungedämpft durch, erleidet aber eine Phasenverschiebung, die vom 


ı F.Ollendorf: Die Grundlagen der Hochfrequenztechnik, Berlin 1926, Verlag J. Springer, S. 4231. 


5) K.W.Waener: „Kettenleiter und Wellensiebe‘“, Elektr. Nachrichten Teehnik 5 (198), S. 1. 
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Frequenzverhältnis »7 abhängt. Da cosy nur zwischen +1 und | liegen kann, muß n einen 
Grenzwert besitzen; dieser muß sein „7? 4, die zugehörige Grenzfrequenz ist 4, 2m,. 
Die Massenkette dämpft also alle Frequenzen, die größer als die doppelte Eigenfrequenz eines 
Kettengliedes ist. Bei Annäherung an die kritische Frequenz eeht cos y gegen I,g>1s0", 
Wird diese Grenzfrequenz überschritten, so tritt der zweite Fall ein (sing=0) und damit 


Urr p / .. jr . .. . 
eosp= —-1. Dann folgt für d, Cof d L Il. Je größer also », wird, um so stärker wird 


die Dämpfung [siehe Abb. 3]. Innerhalb des Durchlaßbereiches der Massenkette gehört zu 


jeder Frequenz eine andere Phasenverschiebung [siehe Abb. 3]. Wenn man sich bei der 


Messung von mechanischen Schwingungen für die Phase der einzelnen Frequenzen interessiert, 
muß man bei einem eventuellen Einbau einer Massenkette auf diese Eigenschaft achten. Der 
Wellen- oder Kennwiderstand der Massenkette ist nach K. W. Waener’) 


rzo 


IN - 


un es 


Vs: | | Vs: | Vs: | Vs: | 
” byu Yırıino ' " Yı-4% Yı-tr 


DN 
Ce :yM-D ıst. 


wobei | 

Der Kondensatorkette entspricht eine mechanische Kette, die wir Federkette nennen 
wollen. Während bei der Massenkette die auf das erste Glied wirkende Kraft durch die 
erste Feder vermittelt wird [dem entspricht bei der Drosselkette der erste Kondensator], muß 
bei der Federkette die auf das erste Glied wirkende Kraft durch eine Masse vermittelt 
werden [bei der Kondensatorkette die erste Spule]. Das Schema der symmetrischen Feder- 
kette zeigt Abb. 4. Auch bei ihr ist jedes Kettenglied ein Glied erster Art. Stellt man hier 
wieder die entsprechenden Gleichungen zwischen Kraft und Geschwindigkeit auf, so erhält 


Ber D _ Fr | D 
man Pu — Part in e’n und damit für den Reihenwiderstand den Wert A im Ferner er- 
(!) ‘) 
— Er ae | 
gibt sich Pu4, 0 M-iodir,  #,+,) und damit für den Leitwert © og; Als charakte- 


ristische Gleichung findet man 


Gof Col (ö x | D t | DD, | | 
\D — ) , : 
v) a ode op I’? M I m” J 7" 
Es folgt dann 
2 we 
bo} O COS po= l are 
pe 7" 


Zinösiny=d. 
Im Vergleich zur Massenkette unterscheiden sich diese Gleichungen nur dadurch, daß hier 


we 
der Wert n; eingeht. Alle dort gezogenen Schlüsse treffen entsprechend auch hier zu. Bei 
dem Wert 7°: tritt die Grenzfrequenz mit ©, 5, @, auf. Unterhalb dieser nimmt der 


| 
j 
Dämpfungsfaktor mit kleiner werdender Frequenz zu, oberhalb’ dagegen behält er bei allen 























73%) a ya Tan) r ] 
(261) Pi li 1) | 
ZA 
2. (op) —/ a N 
2 
Ha) 1 27 \ 
/ RR 
ml ı / (10) r 
T £ Li. ) IN 
sl) 7 5 (932) BEE Baia 
E {hwmA Pm-th 
Anzseza) / ARab62u Rassets] " n 
Abb. 3. Abb. 4. Abh. >. 


Frequenzen den Wert 0. Die Abhängigkeit des Dämpfungsfaktors und der Phasenverschiebung 
von der Frequenz ist aus Abb. 5 zu ersehen. Die Federkette läßt also alle Frequenzen, die 
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größer als die halbe Eigenfrequenz eines Kettengliedes sind, ungehindert durch. Sie besitzt 
damit eine der Massenkette genau entgegengesetzte Eigenschaft. Der Wellen- oder Kenn- 
widerstand der Federkette ergibt sich zu 


or | N | N | Rn | N | 
kei B_..1 | D) | | > 8 | > DR 
bo], a | L-_—- RG ie 
2 Br Aa TE de 2 
| MN h 
wobei | AMD ist, wie bei der Massenkette. 


Wichtig ist die Kenntnis der Eigenfrequenzen soleher Kettenleiter. Nach K.W. Wagner’) 
liegen sie sämtlich innerhalb des Durchlässigkeitsbereiches. Ihre Anzahl ist gleich der Anzahl : 
der Kettenglieder. Zur Bestimmung der Eigenfrequenz bei einer am Ende offenen Kette, d.h. 
der äußere Widerstand AR,» [mechanisch ist R, dann eine & große Masse], dient die 
‚2k—-lÜ)r RG 


Gleichung Evo] z-a=0. Nach einiger Umformung folgt: sin? Fr j „ Setzt man für 
die Massenkette die entsprechenden Werte R und ® ein, so kann man die Eigenfrequenzen 
‚„@k—-1l)n * N ‚R®k-ÜDBn “ 
©, angeben, — sin? 7 m Daraus m; =2 0, sin Fürz=2,3 und 4 

z Do i zZ 


eibt die folgende Zusammenstellung die möglichen Eigenfrequenzen: 


























Anzahl z I: | k=32 k=3 k | 
Ik ) JI AN T .e) /T 
S 2 S S 
‚(2k Il 
sın 0.383 0.024 
S 
(2% I ” 7 an ayer; 
12 ” 12 12 1? 
u: I - Een 
sın [> V250 0).,04 V.U66 
(2 k Ir f 7 37 >»a in 
16 16 16 16 16 
. (2% lı:r = ER 
sın 6 0,195 0.359 0.831 0.08] 
) 


ls ist noch anzugeben, wie die Massen- und die Federkette am schwingenden Körper 
angeschaltet werden. Bei der Massenkette läßt sich die erste Feder unmittelbar am schwingenden 
Körper anbringen, indem z. B. eine eiserne Platte, auf der die Feder befestigt ist, mit dem 
schwingenden Körper verbunden wird. Wenn man bei der Federkette den schwingenden 
Körper nieht unmittelbar als die Masse des ersten Kettengliedes benutzen kann, so kann man 
zwischen Körper und der Masse des ersten Kettengliedes eine Feder schalten, deren Feder- 
konstante wesentlich abweicht von der der Feder des ersten Gliedes.  Entsprechendes gilt 
für das Ende einer solehen Siebkette. 


In der gleichen Weise, wie bei elektrischen Kettenleitern erster Art Beziehungen zwischen 
der Frequenz, der Spannung und dem Strom am Eingang und am Ausgang der Kette auf- 
gestellt sind, lassen sich auch entsprechende Zusammenhänge bei mechanischen Kettenleitern 
angeben. Es werden hierbei dieselben Abkürzungen benutzt, wie sie K.W. Wagner‘) an- 


! Dun u: | REN i i 
eereben hat. nämlich 1 bolım-a. B JS. Zıımma, ( ‚yet ma, wobelı m oeleieh der 
‘ ı Ä 

x 


(Gesamtzahl der Kettenglieder ist und 8 und «a die oben gekennzeichnete Bedeutung haben. 
Die Einganeskraft und Geschwindiekeit ist P, und r,, die Ausgeangeskraft und Geschwindig- 


‘, K.W. Wagner: „Die Theorie der Kettenleiter und ihre Anwendungen“, Arch. f. Elektr. 3 [1915], S. 519. 
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keit P„ und v„. Dann gilt: P,=4A4-P,— B-v, und e„=A:rv,- (C:-P,.. Wird die Kette am 


\usgang mit einem Scheinwiderstand R, belastet, so ergibt sich: 


2 . 
Pr _—— N " "as 


B | 
PP: _— A > P.,+ B- Ua PalA+ 9 oder ., - er, RB 4 
vvg f 
A- 
Ru 
| 
v=A ra tl Pa=valArlCR) oder wen ge. 
4 Alyr 


Ks können noch weitere Beziehungen aufgestellt werden, entsprechend den auf S. 321 der 
eenannten Arbeit aufgeführten. 


Wird die Feder- oder Massenkette mit einem schwingenden Körper verbunden, so wirkt 
am Eingang der Kette eine Kraft, die gleich ist dem Wellenwiderstand der Kette multipliziert 
mit der Schwingungsgeschwindigkeit ®, der Ansatzstelle: P,=%-r 


Als Beispiel für eine mechanische Siebkette sei eine zweigliedrige Massenkette mit der 


. . i sek’ 
Grenzfrequenz 100 Hz gegeben, die symmetrisch aus je einer Masse M,--6-10 ®kg - 
| > em 
i ) kg 
und je einer äußeren Feder mit der Federkonstante Dj = 300 z und einer inneren 
= 


ko 


leder mit der Federkonstante I, = 600 == gebaut sein soll. In Abb. 6 ist 1. der Verlauf 




















Abh. 6. 


der Ausgangskraft P, unter Annahme einer Eingangskraft P,=1kg und 2. der Wellen- 
widerstand ® der Kette in Abhängigkeit von der Frequenz aufgezeichnet; die Kette ist am 


* 
„- 


’ . . Se ’ : : 
Ausgang verbunden mit einer Masse M,„=3:10 kg a; deren Scheinwiderstand R„=i:n 


kg 


1,553 -10°? | ist. Eine dritte Kurve gibt die an der angehängten Masse M„ wirkende Kraft 


ee 
Pyr., wenn der Eingang der Kette einer Schwingungsgeschwindigkeit mit einer Geschwindig- 
keitsamplitude 1 cel ausgesetzt ist. 


Eine ähnliche Theorie der Siebketten ist in der Akustik entwickelt worden. Unter 
Verwendung dieser akustischen Siebketten haben Kauffmann und Schmidt‘) sehr gut 
arbeitende Schalldämpfer für Kraftfahrzeuge gebaut. 


ö Die experimentelle Untersuchung der mechanischen Siebketten ist in Angriff genommen. 
Über die dabei gefundenen Ergebnisse, sowie über die Anwendungsmöglichkeit von Siebketten 
7. B. bei Schwingungsmessern wird in einer späteren Arbeit berichtet werden. 366 


”, A. Kauffmann und U. Sehmidt: „Schalldämpfer für Automobilmotoren“, Berlin 1932, Verlag von M. Krayn. 
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Über die Ruhelagen von Wirbeln. 
Von A. Kneschke in Dresden. 


ie Bewegung von Wirbeln ın einem ebenen, einfach zusammenhängenden Flüssigkeits- 
D gebiete kann zweckmäßig dureh die Kirehhoffsche Bahnfunktion') beschrieben 
werden. Für die Gesehwindigkeitskomponenten des Ze Wirbels mit der Zirkulation 7), an 
der Stelle (a,;,b,) müssen dann, wenn (la,b,...a,b,) die Bahnfunktion sein soll, die 
Beziehungen 


„ 


I; da, 002 


an dt ob, 

h BE. dl) 
I, d h, Q ‘) 
un dat Od, 


velten. Hieraus erkennt man im Falle eines einzigen Wirbels /" an der Stelle (a,b) in 


(a,b) const 
die Wirbelbahn. 
Die folgenden Untersuchungen erstrecken sich auf die Ruhelagen eines einzelnen Wirbels 
und eines symmetrischen Wirbelpaares in begrenzten Flüssiekeitszebieten, wobei besonderes 
Gewicht auf die Stabilitätskriterien für Wirbel in diesen ausgezeichneten Punkten gelegt wird. 


h,) der Wirbel in 


0» u 


Über die Ruhelagen eines Wirbels. Befindet sich in dem Punkte (a 
Ruhe, so gilt entsprechend (I): 


I da n Q I! db ” N 
. YSa=a . . .a=% FE a eG u .  " 
>) JT d f h 5 I JI d t “ I) 


/0 


Da a,b) eonst die Wirbelbahn darstellt, so kennzeichnet sich ein derartiger Ruhepunkt 
als singulärer Punkt der Bahn; die zugehörigen Tangentenrichtungen ın (a,.b,) sind’): 


-<uh + | ()? () ®) () --() 
HL,» () - () | -- dh -< (10 bh» Sup F . 
Sub S2hb 
Je nachdem 
\O O0 
Old Sn) 
D =” — 0, 


Ola, b) 


ist der Ruhepunkt Doppelpunkt, Rückkehrpunkt oder isolierter Punkt. Um Aussagen über 
die Stabilität des Wirbels in einem Ruhepunkt machen zu können, verschiebt man den Wirbel 
aus seiner Gleichgewichtslage um unendlich kleine Strecken « und 5 und untersucht, ob dabei 
seine Entfernung von der Anfangslage klein bleibt. Ist das nur für gewisse ausgezeichnete 
Störungen der Fall, so soll der Wirbel in diesem Punkte als „bedingt stabil“ bezeichnet 
werden: fällt aber diese Beschränkung fort, so wird der Wirbel schlechthin als „stabil* 
betrachtet. 


Ersetzt man in den Gl. (1) a durch a,+ a und b durch b, + 5 und entwickelt die rechte 
Seite von (1) nach den kleinen Größen a und 5 unter Beibehaltung nur der ersten Potenzen 
von a und ?, so erhält man für die Verschiebungen die Differentialgleichungen: 


!' da "dp 
’( 


) " “A SL. h 7 P--hbhs ) ’ ad 
ern di rn di 


() 
--aa 


) ») 
pP Es ee 4 a), 


deren charakteristische Gleichung 
ap — A, Syv 
2.,..0 


u ah 


| 0 
ah mA 


erfüllt ist für 
1 
: " m 
=] I Man I, u*, 
I, M. Lagallv: Math. Ztsehr. 10, S. 236, 1991, Hier ist aneh der Zusainmenhang der Kirehhoffschen Bahn 
funktion mit der sog. Routhschen Stromfunktion ausführlich dargelegt. 
?\ Die Ableitungen der Bahnfunktion sind immer für den Ruhepunkt zu bilden. 
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02 () ) 
Zach) _ . ; "P N : ' 
Is er 0, so lassen sich die Lösungen in der Form schreiben: 
Ola, bh ’ 
und f and 
Hs A, B, I ",9, Po / ! 
A e . e 
Hs ur u, Hy, 
i a n4 / IT, f 
i MH; U, Po l a, A, Po r 
p=u, e ru, e 
i Hs u, "m, Hl, 
oder: 
Flıa,d)=iu,a-diı.a-=Faf)- : » >» sm na 2 8 en 


wenn a, und £, die Verschiebungen zur Zeit 0 und «,. #, die reellen Tangentenriehtungen 
im Ruhepunkte bedeuten. Gl. (3) stellt eine Schar ähnlicher und ähnlich gelegener Hyperbeln 
ddar, die als Bahnkurven in infinitesimaler Nachbarschaft des singulären Punktes anzusehen sind. 


Betrachtet man Störungen in Riehtung der Doppelpunkttangenten «, bzw. u,, so findet man 
I I 
-— 48 - | 
für =: für 9 
a : d an a e. ern 
0 a ,rH 0 u üb: 
BP=P, € P=P,e 


Man erkennt hieraus, daß der Wirbel in einer dieser beiden Richtungen sieh beidseitig von 
der Ruhelage weg bewegt, während er in der anderen dieser zustrebt. Der Wirbel in 
einem Doppelpunkt als Ruhepunkt ist also bedingt stabil. 


O (42, 2) 


“ -h) ® < N . 
Ist Ya.) 0, so lauten die Lösungen des Systems (3), wenn man u, = u, u setzt: 
( ‚DB i ‚2 ’ 
2 na, 
zZ r Zıyrl. -u)tte, 
na, ; 
p) — '& 2 [2 I, u ! T /Po 
oder: 
Ha. BER heruen  EEN eÄ 
Gl. (4) stellt eine zur RKückkehrtangente u co), Parallele Geradenschar dar, die als erste 
--hh 


Näherung der Wirbelbahnen in der Nachbarschaft des Ruhepunktes aufzufassen ist. Bei 
Verschiebungen in Richtung der Rückkehrtangente bleiben die Störungen in erster Näherung 
zeitlich konstant; in jeder anderen Richtung aber strömt der Wirbel um die Ruhelage ab. 
Der Wirbelin einem Rückkehrpunkt als Ruhepunkt ist also bedingt stabil. 


BETT Ö ($2,, 21) o . . .. 
Ist schließlich 0 >0, so ergeben sich die Lösungen: 
oO (a,b) 
an st] (un Po + ab Ku „on w 
a = a, 608 — 01 S ri 
0 I h) I 
» » ») 
{ \ ag St ab Po + Er Du JR II ie w 
/ I, CO: ‚ h ‚At 
u &. j A AI 
oder: 
1 u, 3 a9 n - 
E (a, pP) La +2 2,n0 P-+ On P E(a,. 9 


Die Balınen in infinitesimaler Nachbarschaft des isolierten Punktes sind ähnliche und ähnlich 
gelegene Ellipsen. Der Wirbel in einem isolierten Punkte als Ruhepunkt 
ıst stabil. 


Über die Ruhelagen eines symmetrischen Wirbelpaares. Die Geschwindigkeitskomponenten 
zweier Wirbel mit entgegengesetzt gleicher Zirkulation lassen sieh mit Hilfe der Kirechhoff- 
schen Bahnfunktion la, b,: a,b,) ausdrücken: 


I! da I’ db, \ I da, } db, 


u , ), . -- ()ou«s 5} . . . . . . (6 . 
3 di bi > di 2 Ir dt ba Ir di IE ) 


Wird nunmehr die Abszisse des Bezugssystems so gewählt, daß sie Symmetrieachse der 
Bahnkurven dauernd bleibt, daß also zu jeder Zeit a, =a,=a: b, = —b,—b, so bilden beide 
Wirbel ein symmetrisches Wirbelpaar. Die Bahnkurven des einen Teilwirbels sind Spiegel- 
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bilder der Bahnen des andern. Ihre Krümm 
zur Symmetrieachse, woraus man durch Berechnung der Bahnkrümmung zwischen den zweiten 
Ableitungen der Bahnfunktion die Beziehungen 


() 


--(!j ho 


erhält. 


Aus der 


(Sas h; — IR Pr a, h; _ ih 


Tatsache, daß die Bewegung « 


ungsmittelpunkte liegen demnach spiegelbildlich 


? (2), Ih, (u, bs m . (Sa, dy (Pas (lo — n (7) 


les Wirbelpaares im gesamten Strömungsgebiet 


dureh Spiegelung der Bahnen eines Teilwirbels für das durch die Symmetrieachse abgegrenzte 
Teilgebiet an der Abszisse gewonnen werden kaun, folgt, daß in den Bahnen eines symme- 
trischen Wirbelpaares dieselben Singularitäten auftreten müssen wie beim Einzelwirbel. Es 
wird jedoch für die folgenden Untersuchungen zweckmäßig sein, die ersten Näherungen der 
Bahnkurven in der Umgebung dieser Singularitäten mittels der Bahnfunktion Pla, b,; a, b,) 


darzustellen. 


’ 


Liegt der Ruhepunkt des Paares bei (a,.b,; a.  b,) und ersetzen wir in (6) 
a, durch a,ta, 
b», durch b,+B, 
a, durch a,-+«, 
b, durch —b,+P, 
so ergibt sieh für die Störungen das System : 

I da, ih 

-) 7 dt A, Da, h; "pP n, h, Z. Ze a,b; Ps Bnsh, 

I dp 

en () 
Ira di 2, Asa Pır--bia ko -eltsl; Pa -Zbsa 
(8). 

/ da, | | 

») 7 dt A, u ha Pı (, hs dk (agb PP» (2b: ha 

u dp, | 

») 7 dt A, IuatPp, ua + 9, (Sasas t P> Inaas 





Unterwirft man die Teilwirbel des Paares der speziellen Störung 


’ 


Pa» 


so erkennt man durch Einsetzen in (8), daß die Teilwirbel ihre spiegelbildliche Lage zur 
Symmetrieachse nur dann sich erhalten, wenn zwischen den zweiten Ableitungen der Kirceh- 
hoffsehen Bahnfunktion gerade die Beziehungen (7) bestehen. Das System (S) kann demnach 


ın der Form 


angeschrieben werden, wobeı 


vesetzt 


wobheı 


wird. 


Ola,,b,) 





I’ da, ; : 
2 la tmp, ka pP: 
i ap: nd, l » Nu I: p 
Ir dt 
(9) 
I da, 
le, ka, pP, la mp, 
L #) 
En sa k:5b na In 
2a di ee > IP 
bee aut 
Man erkennt hieraus, daß für die Störungen a, a, a; pP, pP, =p als 
Folge von (7) die Symmetrie des Wirbelpaares dauernd erhalten bleibt. 
Für den Teilwirbel mit positiver Zirkulation ergeben sich dann die Gleichungen: 
I da I!’ dp 
I | y 2 
> lt Pin, PP ' 923 Dı,a Vı,p er 
Beh +, FR — Rn, 
Als charakteristische Gliederung findet man: 
NND WV 
07,7) 
. RER, Der. ads. Da ie 1 ME 


WW, 
eh. 


ar 


:n 
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op, Pı , 

: / <0. so lautet die Lösung von (10), wenn der absolute Betrag der Wurzeln 

ola,,d,) 
von (11) mit / bezeichnet wird: 


Fia,p) (u, a aa Aue Fa EB) 3 2 5% Kenn A 
l Pr l 2 / l 
= m / Di, / T Dn, Bi 
wobei hier u, = 7 und w, v zu setzen Ist. 
bi h; 
! OP, V) . 
Im Falle der Doppelwurzel | — (0 erhält man: 
Ota,,b,) 
ga,DzrRa Bei PB - + 3 + en (13), 
| . D,, 
Wwobel uU — 
/ P), 


\py 
a BE) 22: um 
und schließlich für | „,>0 die Ellipsenschar um den isolierten Punkt als Ruhepunkt: 
( ) 


1 
E(a,9) a du+t2a$pD, + Pu =ElasP)- -» :» (MM. 


Um den Einfluß beliebiger Störungen auf das Wirbelpaar in den Ruhelagen 
zu untersuchen, ist es notwendig, wenn man sich nieht auf ganz spezielle Störungen be- 
schränken will, auf das System (9) zurückzugreifen. Ersetzt man in der charakteristischen 
Gleichung 


I—4i, m, ER 
D (3) N ' Bit, ; rt, (15) 
». P. ! ® m 
u 7 n, I+7 


den Parameter / dureh ),. so sieht man, daß dabei der Wert dieser Determinante unge- 
ändert bleibt. Die Entwicklung von (15) wird also nur gerade Potenzen von 4 enthalten; 
man findet durch Ausreehnen: 


"+24274+4— ?’=0 EEE u nit ZEN LG 
wobei A=(nm — 1) —-(sp+k? und C=pn —sm—2Ik. 
Da vollständige Stabilität nur dann eintreten kann, wenn alle Wurzeln rein imaginär sind, 
so müssen die Koeffizienten von (16) positiv sein, was zu der Bedingung 1>|C)| oder: 
Ola, “,,) OlLas, (2,,) Ola, (21,) OlLas, ,,) (17) 
Be ‘ 
oda, b,) ola,.b) 0 .a,, b,) Ola,,b,) 


\D Wy 

er . - i ? ; b : Ol», 

führt. Das Vorhandensein einer isolierten Ruhelage ist nach (14) an die Bedingung >(a.d)>0 
1) I, 


oder: 
Ola, 2) Ola u) _ Ola, pn)  OlLaz, p,) 


S2aı; da $L 
Ola,, b,) Ola,b) ” ola,b,) Ola,, b,) 
gebunden, so daß wir als Resultat feststellen können: 
Ein symmetrisches Wirbelpaar hat in einem isolierten Punkte eine 
stabile Ruhelage, wenn 
ar, 2) May nz) _ La, u) La, 2,) 


Ola, b,) ola,b) | Pla,b,) Ola,, b,) 


läßt man die Voraussetzung, daß die Wurzeln von (16) durchweg einfach sind, fallen, 
so macht sich eine zusätzliche Untersuchung notwendig. Dieser Fall der imaginären Doppel- 
wurzeln tritt für ÖC=pn - sm -21k-0 ein. Für die Lösungen von (9) gelten dann folgende 
Ansätze, wenn «= A (nm - PP) —-(sp+K?): 


a=(A,t+a,, cos ut—+(A,t—+ A,)sin ul 
pP, = (B,t+P,,) eos ut +(B,t—+ B,)sin ut 
a,—=(l,t+a,,) cos ut +(C,t+ C,) sin uf 


pP» =(D,t+ Pu.) cos ut + (D,t-+D,)sın ut, 





er‘ 


E nn. 7 Ztschr. f. angew. 
152 Kneschke, Über die Ruhelagen von Wirbeln Aut A rt 





wobei die zwölf Konstanten 4A, B;, C;, D;fi 1,2,3) durch das System (9) festgelegt werden 
können. Durch eine einfache, aber etwas weitläufige Rechnung erkennt man, daß die Kon- 
stanten mit den Indizes I und 2 verschwinden müssen. Als endgültige Lösungen von (9) wird 
man demnach finden: 








Bi 
| 
> > 4 Ü 
k, = MD tt P Pos, Sin ul a,, cos uf ı 
! | 
P, MA, + pP Ays, Sin ut—+ P,, cos ul 
u r i : 
| 7 ) D ‘ 
_ IP Po tm Pos, Sin ut +a,, cos ul al 
er | 2 Ä 
) I , wr 3 
Ps NP A Mas Sin + P,, cos ul. 
Ä ä 
Hieraus ist ersichtlich, daß das für das symmetrische Wirbelpaar aufgestellte Stabilitäts- 
\O,.0 \O,.. 0 
. . » y y ( (Lu . s/hbo) ( (SLao. a4], ) » 
kriterium auf den Falll= ,,, z er -—=0) Anwendung finden kann. 
Ola,, b,) Ola, b,) 
Um ein Beispiel für das Verhalten eines Wirbels oder eines symmetrischen Wirbel- 
paares in singulären Punkten der Bahn zu geben, soll die Bewegung eines Wirbelpaares mit 
der Zirkulation +/’" um eine (uelle und Senke mit den Ergiebigkeiten +e an den Stellen 


(e,0) und (- e,0) untersucht werden. 














a © | U u 
ii, | al 
—— af’ T . 
ee | Be” ZE 
EEE nr Ei 
x, Be: 
a | Pu 
. | ar 
EERN - Be. BEER 
T ee 
a 
EZ = _— ho -® — > 
>+_ —r€ 
a a > -—_ £ 5 
ii 
an a a ER 
ae a 
— v_yp 
en EEE 
ee Fi 
\bb. la. Abb. Ib. Abb. le. 
B Aus «den Geschwindigkeitskomponenten des Teilwirbels, der der positiven Halbebene 
angehört, 
da ee a. —- DW’ — ef ie 
lt z (+5 —- ee?’ 4% Ind 
dl .e 2ah 
lt JT (a’ ii I? e’ Eur 2 Le? I? 
folet unter Berücksichtigung der kanonischen Beziehung I als Gleichung der Bahnkurve: 
3ch Ei: ©. 
arctig , z a uhb= gD, 
PAR, Sa®+b’—c’ 4n a 
4 Fi 


:h. 


'n 
n- 


| m | 


re 


7 ‚ Heft 3 . “a e 
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wobei B der Wirbelabstand von der Abszisse als Symmetrieachse der Bahnkurvenschar beider 
Wirbel im Unendliechen bedeutet. Läßt man den zweiten Teilwirbel der negativen Halbebene 
fort und ersetzt die Abszisse durch eine feste, ebene Wand, so bleibt diese wegen der vor- 
handenen Symmetrie Stromlinie, und die Bahnkurven in der positiven Halbebene stellen die 
Bahnen eines einzigen isolierten Wirbels in diesem geradlinig begrenzten Gebiet dar, dem 


dureh die Quell-Senkenströmung eine Potentialströmung eingeprägt wird. 


Ruhelagen des Wirbels als singuläre Punkte der Bahnen treten bei 


,=0; ,,=eld3 sy —); a7 


0 01, 


> 
auf. Für den Fall. daß 41 ] 1. stellt man beı 


7 0: bb, =celdI+VP—l)>ec 


einen Doppelpunkt als bedingt stabilen Ruhepunkt mit den reellen Tangentenrichtungen 


| 
u, HE E | -1, 
bei 
0.=W; META: | I I)<e 
-) 
einen isolierten Punkt als stabile Ruhelage fest. Wird 4 7 I. so erkennt man ın (V, e) 


einen Rückkehrpunkt als bedingt stabile Ruhelage. Für verhältnismäßig starke Wirbel, 


er 
Y; E r 
| r < |}, sind keine Ruhelagen vorhanden. 


Um die Stabilität des Wirbelpaares in a, 0, b,=e(l y PD: A>1 für beliebige 
Störungen der beiden Teilwirbel unter Verwendung des Kriteriums (17) zu untersuchen, 
macht es sich notwendig, von der Kirchhoffschen Bahnfunktion zweier Wirbel mit ent- 
vegengesetzt gleicher Zirkulation in dem zugrunde liegenden Quell-Senkenströmungsgebiet 


el’ 2ch el 3ch I” 
a,b: a,b,) - arctg — — ‚arctg -— — + — Ig[fa G,)’ + (bd, — b,)’ 
a t° a’+b’— tı° a. +b’—c 8m’ a, : | 
auszugehen. Von den zweiten Ableitungen in den Ruhelagen a,=0, b,  b, und a,=V, 
I, ',, verschwinden alle bis auf 
.- el’c h, | }* m 
„(1a m? (b,? h ce? 167 b,’ -eadzüe 
®) 1° 
-- (I (Is 16 7? We 
® el’c bh, Sie 
säbul > > a a" Pr sZDbols 
nr = (b’+c) 16. bh? er 
®, Er 
s&hı bo > M ; 
er. I6 a’ bh,’ 
wobei für b, die Beziehung 
EC / 


bi“ + e ) b, 


eilt. Für die Koeffizienten der charakteristischen Gl]. (16) findet man: 


NeyP—1l og C=0. 


16m" (b} +) 


A 


Man kommt somit zu dem Ergebnis, daß in dieser isolierten Ruhelage das symmetrische 
Wirbelpaar gegen bliebige infinitesimale Störungen stabil ıst. 


c 


Dresden, im Juni 1933. 
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bilder der Bahnen des andern. Ihre Krümmungsmittelpunkte liegen demnach spiegelbildlich 
zur Symmetrieachse, woraus man durch Berechnung der Bahnkrümmung zwischen den zweiten 
Ableitungen der Bahnfunktion die Beziehungen 


() () u, u, Sat 


-<(1, b9 -- (Io 


erhält. 

Aus der Tatsache, daß die Bewegung des Wirbelpaares im gesamten Strömungsgebiet 
dureh Spiegelung der Bahnen eines Teilwirbels für das durch die Symmetrieachse abgegrenzte 
Teilgebiet an der Abszisse gewonnen werden kann, folgt, daß in den Bahnen eines symme- 
trischen Wirbelpaares dieselben Singularitäten auftreten müssen wie beim Einzelwirbel. Es 
wird jedoch für die folgenden Untersuchungen zweckmäßig sein, die ersten Näherungen der 
Bahnkurven in der Umgebung dieser Singularitäten mittels der Bahnfunktion da, b,; a, b,) 
darzustellen. 

Liegt der Ruhepunkt des Paares bei (a,. by; a,  b,) und ersetzen wir in (6) 


= u. een, Hs all ek MM 


a, dureh u 


1 0 


I, durch .4B 


1 
a, durch a,—+ «, 


, dureh > a A 


0 l I 


so ergibt sich für die Störungen das System: 





N da, ‘) () () 
(dA | I, gi in ’) seh 7 we pp SölsD PP s&Dae l) 
.) l l | 7 1 l 1 2 J | I 2 l 
Ir dt 
I dp, ii ' 4 
5-73 a, aa — Pı ba — A, Sdazaı — Pa SLdsa; 
an ı 
(S). 

I da, () ’ d) () > () 

- «A ll TE ‚J) Sssh bo (Fo sd(loDo Io ssDo ls 
.) l 1 2 3 l 2 2 2,3 3 2 2 
I dt 
b dp, Oo e Oo Oo Oo 

a - a.-a80:4 0a "Tr DD, 865,04” 9, Atsle "7 P> söbsalleo 
-) 1 1 2 ı 3 l 2 | p. 2 2 P. 2 2 
dr di 


Unterwirft man die Teilwirbel des Paares der speziellen Störung 


n > » 
=A,: PD Bi 
- ' l l - 


(k, 


so erkennt man dureh Einsetzen in (8), daß die Teilwirbel ihre spiegelbildliche Lage zur 
Symmetrieachse nur dann sich erhalten, wenn zwischen den zweiten Ableitungen der Kirch- 
hoffscehen Bahnfunktion gerade die Beziehungen (7) bestehen. Das System (5) kann demnach 
in der Form 





3... la, mp, la PPs 
Indt ’ 
/ d, ’ı a l i ), sa, l; ß, 
an di 2 2 
(9) 
I da, 
R Aa ) | A, mt», 
Zn di ’ PP 2 2 
v > 
B. sa kd,+na, I» 
In dt 2 2 
angeschrieben werden, wobeı 
(ayas N, (2p,bs P 
eesetzt wird. Man erkennt hieraus, daß für die Störungen a, = a, a; pP, B,—=Pß als 
Folge von (7) die Symmetrie des Wirbelpaares dauernd erhalten bleibt. 
Für den Teilwirbel mit positiver Zirkulation ergeben sich dann die Gleichungen : 
I da I’ d» 
\ A) ) l db Is ) 
5 20 Pu, Pr, ß, In dt P.,a Pa, P - } ‚ 4 { (10). 
wobei 
«D _—- Sa; u (as . ıy ()), (u, ° 


Als eharakteristische Gliederung findet man: 


\,.bw 
Pte... 20 u 


Ola,,b,) 
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PP) _ 
Ola,b) 
von (1b) mit / bezeichnet wird: 


0. so lautet die Lösune von (10), wenn der absolute Betrag der Wurzeln 


Fia,p) (uva— pPllu, a De + ee (12), 


. ° / PD, / T Din, gr 
wobei hier u, = ıy und uw, v zu setzen ISt. 
P,, 2 2 


N D ıy 
: 0,7) a 
Iım Falle der Doppelwurzel — 0 erhält man: 
Ota,,b,) 


(r(a,p) na ET a u I 3 (13), 
| . D,, 
wobel k = 
l pP, 


. 7° D oo OP, r) 
und schließlich füı Ola,,b,) 


>0 die Ellipsenschar um den isolierten Punkt als Ruhepunkt: 


E(a,ß) a DdBuat2a$ßpDr, + PP Yun =Ela,P)- -» :» 0... 


Um den Einfluß beliebiger Störungen auf das Wirbelpaar in den Ruhelagen 
zu untersuchen, ist es notwendig, wenn man sich nicht auf ganz spezielle Störungen be- 
schränken will, auf das System (9) zurückzugreifen. Ersetzt man in der charakteristischen 


Gleichung 


l—A, m, a. 
vr n., I+4. Ss, I; | Ir 
(7 . Be en m 1 
4) k, p 4. m 


S, k. , I+i 
den Parameter / dureh /,. so sieht man, daß dabeı der Wert dieser Determinante unge- 
ändert bleibt. Die Entwicklung von (15) wird also nur gerade Potenzen von 4 enthalten; 
man findet durch Ausrecehnen: 


i" 2AR-+ A? 0 ==V SE ee En 5° 
wobei A=(nm Pf) (sp+k”) und C=epn sm Bir. 
Da vollständige Stabilität nur dann eintreten kann, wenn alle Wurzeln rein imaginär sind, 
so müssen die Koeffizienten von (16) positiv sein, was zu der Bedingung 4>|C| oder: 
Ola, A) Ola, 2n,) Ola, Zu) Ola, n,) in 
Ola, b,) Ola,, b,) O.a,,b,) Ola, b,) 


op, VP) 


führt. Das Vorhandensein einer isolierten Ruhelage ist nach (14) an die Bedingung (a. >20 
( 1? I, 
oder: 
Ola, ,) Ola An) _ Ola, 2) OlLar, pn.) 
Ola, b,) Ota,b) 7 ola,b,) Ola,, b,) 


gebunden, so daß wir als Resultat feststellen können: 


Ein symmetrisches Wirbelpaar hat in einem isolierten Punkte eine 
stabile Ruhelage, wenn 


(2 


- (ls -- 


Ola,, b,) Ota,, b,) = Ola,, b,) Ola,, b,) 


2) OlLas, 4205) Da, 2) OlDaz, 2H,) 


--(I9s - (lıy - (19,4 - 


läßt man die Voraussetzung, daß die Wurzeln von (16) durchweg einfach sind, fallen, 
so macht sich eine zusätzliche Untersuchung notwendig. Dieser Fall der imaginären Doppel- 
wurzeln tritt für C=pn sm -21k=-.0 ein. Für die Lösungen von (9) gelten dann folgende 
Ansätze, wenn «= A (nm P)-(sp+K?): 
7 (4,t+a,,)eos ut—+(J4,t-+ A,)sin ud 
7, (B,t+ Pß,,) eos ut + (B,t—+ B,)sin uf 
a,—=(C,t+a,,) cos ut +(C,t+ (Ü,) sin ut 


Ps =(D, t+P,,) eos ut + (D,t—+D,)sın uf, 





* #0 eig 
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wobei die zwölf Konstanten A, B,, C;, D;(i=1,2,3) durch das System (9) festgelegt werden - 
können. Durch eine einfache, aber etwas weitläufige Rechnung erkennt man, daß die Kon- 
stanten mit den Indizes I und 2 verschwinden müssen. Als endgültige Lösungen von (9) wird 10! 
man «demnach finden: ha 
Bi 
| | 
“A, 2 MD tr P Pos, Sin ut a,, cos uf Av 
» | f] 4 7 
D, May, t PA Sin ut—+ P,, cos ud 
[El ” ; ; 
l > N ) > 
a - PP tm Pos, Sin ut + a,, cos uf Al 
> | ' cı | ) 
P; Pa rma,,, Sin ut 9,, cos uf, 
. [Ei : ei ) 
e 


Hieraus ıst ersichtlich, daß das für das symmetrische Wirbelpaar aufgestellte Stabilitäts- 
Ola, (2),) O(f2as, (2,,) 


kriterium auf den Fall = 0 Anwendung finden kann. 


Ola, b,) Ola,, b,) | 
Um ein Beispiel für das Verhalten eines Wirbels oder eines symmetrischen Wirbel- 
paares in singulären Punkten der Bahn zu geben, soll die Bewegung eines Wirbelpaares mit 
der Zirkulation +/’ um eine (Juelle und Senke mit den Ergiebigkeiten +e an den Stellen 
(ec, 0) und € e,0) untersucht werden. 
( 











h ee, 
RER | IH 
r ze 
En | » 
“. Je 
Sn 1=£ € 
a ee Zu 7’ 
u SEE * Be a B- 
a u 
u Ei 
* 
” Pe 
nn en TEEN 
et I u 
En 
— I — sn - 
-€£ rt € 
va | - 
= a — 
r | ” 
u 
an tt _ 
07 ie ” 
— 
ar EEE 
— . x r 
is Ba — 
a 
Ayas De .. = nn 
\hbb. la. Abb. Ih. Abb. le. 


Aus den Geschwindigkeitskomponenten des Teilwirbels, der der positiven Halbebene 
angehört, 
da »e a — — ee ii 
lt zz (+ - @®? +4c? Ind 


db 8c Dahl 
dt ata + ep +4er 


folet unter Berücksichtigung der kanonischen Beziehung I als Gleichung der Bahnkurve: 


€ ) ‘ I, I | / I’ | RB 
arete - a m gd= vb, 
3n ° a? +? e In‘ ta 





I m \ 





en 


ar x ft ) “ or . > r» ‘ 
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wobei B der Wirbelabstand von der Abszisse als Symmetrieachse der Bahnkurvenschar beider 
Wirbel im Unendlichen bedeutet. Läßt man den zweiten Teilwirbel der negativen Halbebene 
fort und ersetzt die Abszisse durch eine feste, ebene Wand, so bleibt diese wegen der vor- 
handenen Symmetrie Stromlinie, und die Bahnkurven in der positiven Halbebene stellen die 
Bahnen eines einzigen isolierten Wirbels in diesem geradlinig begrenzten Gebiet dar, dem 
dureh die Quell-Senkenströmung eine Potentialströmung eingeprägt wird. 


Ruhelagen des Wirbels als singuläre Punkte der Bahnen treten beı 


Ad (): 2 


0 ’ 01,2 


c(A+y4#’—1); = 


auf, Für den Fall, daß 1 I, stellt man beı 


a 0: db, =celA+yP—1l)>ec 


einen Doppelpunkt als bedingt stabilen Ruhepunkt mit den reellen Tangentenrichtungen 


| 
mtl Veit! 
bei 
0, =®%; b..= cl v4’ D)<e 
Sr "u VE 
einen isolierten Punkt als stabile Ruhelage fest. Wird 1 rn Il. so erkennt man ın (0, e) 


einen Rückkehrpunkt als bedingt stabile Ruhelage. Für verhältnismäßig starke Wirbel, 
.) 
r-: 5 . 

| < l, sind keine Ruhelagen vorhanden. 


Um die Stabilität des Wirbelpaares in a, 0, b,=e(14  yPF- D: A>1 für beliebige 
Störungen der beiden Teilwirbel unter Verwendung des Kriteriums (17) zu untersuchen, 
macht es sich notwendig, von der Kircehhoffsehen Bahnfunktion zweier Wirbel mit ent- 
vegengesetzt gleicher Zirkulation in dem zugrunde liegenden Quell-Senkenströmungsgebiet 


e 


nn 


Ich, I Ich, ii 
. - - arctg — -—— +-— lg [fa a,” + (b b,)” 
h,’ ee Ir° a, + 3 &* Sn“ | 2’ 1 2 | 


() (a, DB; A, ,) arete - 


tn a 


7 
- 


auszuegehen. Von den zweiten Ableitungen in den Ruhelagen a,=V0, b, db, und a,=V, 


l, l,, verschwinden alle bis auf 
A el’c h, | & 
„(1,44 A? (b,? ee e?\? 167 I?  -d3dz 
FE” 

Saas f} 9) 15) 

. 16.” bh, 

el’e ! iu 
(ud, - - 1 er a  — Sir 
a (byte) 6.’ bh? ehe 
I” 


() 
eb, ba ei ° 3 
“r 16 a” b, 


wobei für 5, die Beziehung 


0 


Eee / 
u + ce" | b, 


eilt. Für die Koeffizienten der eharakteristischen Gl. (16) findet man: 


eyP—1 .>D0I: C=0. 


I16a’b,(b? + ec) 


A 


Man kommt somit zu dem Ergebnis, daß in dieser isolierten Ruhelage das symmetrische 
Wirbelpaar gegen bliebige infinitesimale Störungen stabil ist. 


Dresden, im Juni 1953. 355 
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Der ebene Spannungszustand. 
Von Karl Hager in München. 


n Heft 3, Juni 1932, dieser Zeitschrift habe ich die Differentialgleichungen der beiden 
Normalspannungen im ebenen Spannungszustand entwickelt und dafür gefunden 
No 


Bas j} I- pP ‚ 
2 —=( (II). A ee 0. . (MM. 


( Or ( Öx 
en -Nn0dz Nz? oe N >? 2:02 Or? 


Die 6]. (1II) konnte erfüllt werden dureh die Spannungsfunktion 


u; (!» C0s . -Coj 7 Z\ ; ") s 


wobei der Koordinatenanfang in die Mitte des unteren (nicht belasteten) Balkenrandes gelegt 
ıst (vgl. Abb. 2, S. 137, Heft 3, 1932). 


r . r Pr r KT . . Pi D 
Zur Bestimmung der Konstanten € und Z wurde cos durch die beiden ersten Glieder 


I 
seiner Reihe ersetzt, und dabei ergaben sich in den 4 Gleichungen für die 2 Unbekannten 
kleine Unstimmigkeiten, welehe durch einen Korrektionsfaktor y der Gleiehung «cos u 1 
I 
| [en\? i ' N: 
| ausgeglichen wurden. Mit Hilfe der Beziehung 
t/? 
1 
6. so 
( er ( 9 
; ei. ara er 
0° 02° 


wurde aus der Spannungsfunktion von o, die für 6. entwickelt, welche das Integral der 
Differentialeleichung (IV) sein mußte. 


Er „ER “ e: i \ f . PR? v1 / $ ‘ 
0,=—( cos Go! Z-2’+(,-z2+(C,, wobei (,=+C: jy war. Die dortige 
2 ne ER Fe ir ai ” ’ 2 
(l.(S) TC. sın y zu 2+Z-2.z ergab für z=0 r=V0, nicht aber für den belasteten 
Rand 2 Ah, wo r gleichfalls Null sein muß. 


Die letztere Bedingung läßt sich erfüllen und die erwähnten Unstimmigkeiten voll- 
kommen vermeiden, d.h. die Integrale der beiden Spannungsfunktionen mit mathematischer 
Genauigkeit angeben, wenn man das erste Glied der gewählten Spannungsfunktionen durch 
eine unendliche Reihe ersetzt. » seien die ungeraden Zahlen. 


” =: A IT z I’ 
04: \ |, - eos ko 7 2\7 a; Eee 


1 


Ks ist nun die Aufgabe, die unbekannten Konstanten 4, und Z zu ermitteln. Das Biegungs- 
moment einer gleichförmig verteilten Last auf einem Träger auf zwei Stützen ist 


hı h 
,/P En X. er : r I B i 
I, 5 | i a.) [Anz cos ; Col — dz+Z-| »”)- [2de, 
ı u 
hi lı 
2:&vf j S : |: .C08- - e :d: a e 7 e zin .. h - ko] T h) IH, 

il von si hr 
5 | ! SS A,: H,- cos -z| f 1o= 


2; x mn RR 
Diese Gleichung wird nach der Methode von Fourier mit cos dr multipliziert und 


von Obis . integriert. Dabei werden bekanntlich die cos-Doppelglieder Null und bleiben nur 


die quadratischen Glieder übrig. 


_ 
“r 


*. Bu 
v u 


—. 








“u 
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p 1? | l z I \3/n?’n° 2 | 2 | ee I 5 ‚hit I D 
are Fl ie TE TTET Tan 
] M . - nm ] 
(m * 3 
”- | | 2\(-1) ° \ 
an | | 
nt] ] n: N 
j 2 p 7." \« . r 
. #5 "An: Hu’ 5 2-7)-2-|——| Be: 


Die Gleichung zeigt, daß zwischen den Reihenkonstanten A, und der Konstanten Z eine feste 
Beziehung besteht. 


Das Gleichgewicht an einem Trägerquersehnitt verlangt aber auch 


t h h h 
; er zin „ .zın j ip 
| [e.4: 0 [2 A, «os l 60] | dz+2:| | «de, 
I ir 0 0 
I zıan I _. nn P 
02 ,1,- cos zin h - z\ eh 
| I TI I | 
\ ri i a Le 1 : HT ei . 
Diese Gleichung wird mit cos d.r oder mit cos je multipliziert und von 0 bis 1/2 
integriert. 
' 1 sn | 3 /nE? In] 
N \ 5 (7° 5 
u, .— Sin —h+Zhl— y” 2 ? 
I aeg r | an E5 | t j | 
" 
3n +1 
n Sh-l ‘ S-hl 
t Z * A, Z (9) 
ee  - 
a a? Sın —h 
I I 
Setzt man A, aus dieser Gleichung in (2) ein, so erhält man 
) 
“ Iha (4). 
h’— H,: —— 


l Zın , h 


Diese Gleichung stimmt überein mit der für Z auf S. 140 des Heftes 3, 1932 entwickelten 
Gleichung, wenn man für HM, den oben entwickelten Wert setzt. 


N \ 
06, Or p 
Aus der Beziehung . \ erhält man 
Or (zZ 
x b NIT NTT = , , 
ro 2 A, u om 2+7:.22-Z+fiz). 


Da für #20 auch r=0 wird, ist f(z2)=V. Aber auch für z=h muß T=V werden, 


"n+Z-.2:x-h. 


u , 920 —.. N 
=. 4,-sın om 


| I 


Xen 


I 
griert, so ergibt sich wiederum die Gl. (3). D. h.: Wenn die Konstanten der Spannungs- 
funktion von o, die Gl. (3) erfüllen, so ist auch die bei dem Annäherungsverfahren vom 
Heft 3, 1932 noch vermißte Bedingung = 0 für 2=0 erfüllt. 

Po Ö > Po Öx 
02° 00° 


Wenn man nun diese Gleichung auch mit cos d.e multipliziert und von O bis 1/2 inte- 


Aus der 1932 entwickelten Beziehung kann man nun auch die Spannungs- 


funktion von o, noch ableiten. 


6. 2 A, cos 


Ei —- -Z: 2° +0,:2+C. . : 2 2 2 2 2.0.68). 











\ ne ee OR en Ztschr. f. angew. 
IS var 5 Hager. Der ebene Spannungszustand Math; und Mech. 
nn . van , won 
Für 2-0 (unbelastete Kante) ıst 0.=0; 0 2 A,„:Cos +0, 0,=24,-c08 

De ä n K.TN .NT E ” 
Für : h ıst o p > 1,: cos 60] h-—-Z- W+ÜU h+6C, 
. ET ö “ ‘ LIN „NT 
» —2 A, cos +Z: WM" +2 4,: cos Co} h 
( I l 
h 


Würde man diese Werte von €, und €, in die Gl. (5) einsetzen, so wäre nicht ersichtlich, 


LIT 


ob nun o, die Differentialgleiehung (IV) erfüllt. Die Gleichung für C, wird mit cos ] dx 
multipliziert und von O0 bis 1/2 integriert. 
| w 7 
0 > #R,T Bei sahen (6. 
Die Gleichung für ©, wird ebenso behandelt. 
I Ei I I al 
)- . 6 7: -(ÜU..h- + 
"7 A, bo) h Z-h = h z A, ’s 
Gr A Ar 7 
See . ) + . 
7 | v) ] ! 4 rer er er 
Die Spannungsfunktion o, ist somit 
ER, " (Eoj ZUR EEE ; 
OÖ. — Ay COS ] 60] ] z +. = = 7 8 N D) h ! BE ul. z 4 (va) 


und eenüet der Differentialeleiehune IV. 


Die Gl. (I) und (5) können somit als die vollständigen Integrale der Diflerential- 
eleicehungen (III) und (IV) angesprochen werden, wenn die Konstanten in der geschilderten 
Weise bereehnet werden. 


Zum Scehlusse sei noch an einem Zahlenbeispiel gezeigt, daß die von Dr. Craemer 
h 


| 


vermißte Annäherung an die Werte nach Navierbei kleinen Verhältnissen jetzt nach diesem 
mathematisch genauen Rechnungsverfahren erreicht wird. 


Zahlenbeispiel: 


h 
I. p OO t/m’, h=6,0 m, 1600 m, «a 1,0. 
H=35; 2 6.74: 4, 17,06: Für großes a--n kann Sin = Cof gesetzt werden 
ER un, 6,74:8:536 u E,43 
Ar 0: Z hı: Ox — bu | . { 3 Ya l 6 ’ 11.575 r 9S7 22 “r 5° 7? gr a .) 


39.096 + 197.4 16.02 = 121,42, 


‘+ 


121,1? 


nach Navier 0,19, 0,63 (im Annäherungsverfahren 0,59). 


2.» I). 16 W) m, kA=06m, a—=V1V. 


HM,  v1sH: Z 36210: 4, =337500: A, — 10800; 1, +1856; 1, 154) 
36 a _ y ——.- )e)y® 117.) 
nu 0: zZ h: Öx — 36210 - .r- 33900 - 1.0495 10800 - 1.1169 + 1836 : 2.3075 
180.4.5236 4-36?10 Bw Zr. SO40 + 328 — 8368 
Ir ed. te y . — - =“ Tr ( ee) MIX), 
PIERRE 987 \e 112713 | 
En ra ‚on 
nach Navier 0. = 1W: Sa6S 0,0. 391 







































and 


W. 





a 5° 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


Notiz über die Lösung von Extremauf- 
jaben mittels Iteration. I;s sei das Minimum 
-/(r) der zweimal stetig differentiierbaren Funk- 
ion einer Veränderlichen 4 ==f(xr) aufzusuchen, 
Iso die Gleiehung f (x) 0 unter der Bedingung 
'(z)>0 aufzulösen. In vielen Fällen (z. B. in 
\er Ausgleichsreehnung) wird sieh hierzu der Weg 
er Iteration empfehlen. Wir bilden dann nach 
\em Verfahren von R. v.Mises und H. Pollaczek- 
'eirinzer!) die mit der Gleichung 7 (#) =0 äqui- 
alente Gleichung: 
sms cfid: .» + > De 


vobei ce eine geeignete Konstante bedeutet. Wir 

ezeiechnen die rechte Seite der Gl. (1) mit (x) 

ınd bilden, ausgehend von einer Näherungslösung r, 

ie Folge der iterierten Funktionen: 

los Lı = P (Io). Ka PHı)y ver: | (>) 
. . = — . » ’ . >” A 
Cm P(Im-ı)=Tm-ı TC I (Em-ı)> 


Winer bekannten Konvergenzbedinzung?) zufolge 
:onvergiert die Reihe (2) gezen die Lösung .r von (1) 
‚ei hinreichend klein gewähltem Anfangsfehler 
F,=|2,—T| dann, wenn |’ (x) | <1 ist, welche 
Bedineune sieh zuVo< g’(r)<1 verschärft. falls 
einsinnigze Konvergenz stattfinden soll. Indem 
vir den letztgenannten Fall betrachten. ergibt sich 
ie Bedingung: 


LIE DIEl. : ; 8» 
oder (man beachte: f’ (Cr) >V): 
1 
OS 58 ee 
ri2 
EEE. er 


Da im Punkte (z.y) Fir)=0 ist, so eilt für 
len Krümmungshalbmesser in diesem Punkte 


1 i 
aa so daß die Bedingung (3) jetzt lautet: 
(.L) 
ent > 4 ER: ; 7 
Wir setzen ce =r, wobei also r eine Strecke be- 


deutet, die kleiner ist als der Krümmungshalb- 
messer o der Kurve y=f(r) in ihrem Minimal- 
punkte (r,.y) und schreiben die Folge (2) in der 


l“orm: 
‚ . oe .j! » +) f 
Onm=P(Em-ı)=Im-ı Tl (äm-ı), m=1,2,... (2). 


Dies hat nun eine sehr einfache geometrische Be- 
leutung. 

Trägt man nämlich auf der Normalen zu der imkar- 
tesischen Koordinatensystem aufgetragenen Kurve 
/=F(r) im Ausgangspunkte P, (To. Yo = TX,)) in der 
kiehtung zum Krümmungsmittelpunkte die Strecke r 
auf, so ist die Abszisse des so erhaltenen Punktes Q, 
verade gleich .r,; man erhält so aus dem Punkte 
nullter Näherung P, (fo. 4.) den Punkt erster Nähe- 
rung P,(2,%=f(r,)) als Schnittpunkt der Paral- 
!ele zur y-Achse dureh @, mit der Kurve y==f(r). 
Durch Wiederholung der Konstruktion erhält man 
aus P, den nächsten Näherungspunkt P,(r,. 4%.) usf. 
Wie oben gezeigt, führt dieses Verfahren zum Ziele. 
falls r=—c der Bedingung (4) genügt. und der 
\usgangspunkt hinreichend nahe zum Minimal- 
punkt P (r.y) gewählt worden ist. 

Man überzeugt sich sofort. daß auch im anderen 
“alle, nämlich im Falle, daß das Maximum der 
“unktion 4==f(r) gesucht wird. genau dieselbe 
Konstruktion gilt; das positive Vorzeichen der 
Zahl e, das sich jetzt wegen /” (x) < 0 ergibt, wird 
durch die Umkehrung des Vorzeichens von f’(.r) 
kompensiert. 

I!) Praktische Verfahren der Gleiehungsauflösung, zu- 
-ammenfassender Bericht in der Zeitschrift für angewandte 
\lathematik und Mechanik, Bd. ®, 1929, S. 59. 

®), ]. e. 8. 59 und 60, 


Schließlich läßt sich das Verfahren insofern ver- 
alleemeinern. als die Strecke r von Sehritt zu 
Schritt veränderlich gewählt werden kann: dieser 
Fall ist verwirklicht. wenn e = A(r) ist. Die Gl. (1) 
lautet jetzt r=r+-hle)f(r)=gp(lr). und die 
Bedineune 0 < g’(r) < 1 ergibt unverändert 
0<1-+ hir) f”(r)<1,da (ir) =O ist; somit gelten 
dieselben Resultate wie oben. wenn (im Falle 


des Minimums) r(r) h(z) die Bedingung 
V<r(r)<5 erfüllt (allgemein hir) <o ist). 
Y 
di; 
(; 
| £yolute vom y= fl) 
2 Q 
N dr 
7 N, 


sd 





Od. 
us p 
RA332 71 zZ 











Kin praktisches Konvergenzkriterium, in 
welchem die Klausel „Ausgangspunkt hinreichend 
nahe zum Extrempunkt” eliminiert ist, ergibt sich 
auseinem Satze vonR. v.MisesundH.Pollaczek- 
Geirinzer°) demzufolge einsinnige Konvergenz 
dann stattfindet, wenn der Betra@e von ce in ()) 
nicht größer ist als der reziproke Wert des Maximal- 
betrages von f(x). den die Funktion f(x) in dem 
in Betracht kommenden Intervall aufweist, wenn 

1 
F’(£) |max ° 
_(Vi1-+y’?)’ ER 
& (x) max r" (7) min Be 
eilt. so können wir folgenden, auf die graphische 
Konstruktion Bezug nehmenden Satz aussprechen: 

Konstruiert man, von einem Punkte P, Fu» Hn-ı 

/(r„_,)) ausgehend, einen Punkt P,, (2a: Yn = rn); 
indem man auf der Normalen im Punkte P,„_, in der 
Richtung zum Krümmungsmittelpunkte die Strecke 


also |c| < Da nun 


4) 


Pı Qu = Tn-ı Aufträgt und die Parallele zur 
y-Achse durch Q, zum Sehnitt mit 4 ==f(r) bringt 
und dabei die Strecke P,_,ı@& "ya. nieht 


erößer als den kleinsten Krümmungshalbmesser O in. 
den die Funktion f(x) in dem in Betracht kommen- 
den Intervall aufweist, wählt. so führt die Punktfolge 

P,(2.7(20)), sm en tr) =lln)s... 

. a I . ’ 5 . 

Pn (im Fm-ı tt tm-ıf (Em-ı),Ym I | FERN 
je nachdem man alle 7,7’ (r,.) positiv oder negativ 
eewählt hat. monoton zu dem nächsten rechts oder 
links von P, gelegenen Extremum?). 

(Mitteilung aus dem Institut für angewandte Mathe 
matik der Technischen Hochschule in Berlin.) 
Berlin. Boris Germansky. 932 


3) l.e. S. W. 

4) Hin bedeutet die Länge des kleinsten Krümmungs: 
halbmessers im betreffenden Intervall, 

5) In der Abbildung ist die Kurve == (x) so beschaffen, 
daß bei Annäherung von reehts der jeweils kleinste 
Krümmungshalbmesser am Rande des betreffenden Inter 
valls auftritt. Daher kann man die Strecken ro, Fı, ++» 
den betreffenden Krümmungshalbmessern gleich wählen, 
d. h. die Punkte Q@,, Qs, ... auf der Evolute annehmen. 
Ferner sieht man, daß dureh die Konstruktion jeder Punkt 
der Kurve 4 =f(x) erreieht werden kann, da jeder Punkt 
ein Extrempunkt in einem geeigneten Koordinatensystem 
sein kann: man braucht dann nur die Richtung der 
parallelen Strecken Q, Pı, QaPa, entsprechend abzu- 
ändern. 





IS8 Kleine Mitteilungen 


Ztsehr. f. angew 
Math. und Mech 





Über die Scheitelkrümmung der zykli- 


schen Kurven. In (er Geometrie der Bewerung. 


insbesondere der Verzahnungslehre, ist es von 
einirer Bedeutung, die trochoidalen Kurven !) ge- 
nau zeiehnen zu können, namentlich in der Nähe 
eines Scheitels ?). Für eine sorefältize Zeiehnung 
sind die Krümmungzskreise unentbehrlich. Unter 
den vielen Konstruktionen des Kriimmungsmittel- 
punktes ?) zibt es zwar solche, die für alle Punkte 
einer Trochoidalen durehführbar sind, jedoch 
versaeren verade die einfachsten 
Konstruktionen bei den svmmetrischen 
Scheiteln, weil dort die ganze Figur in die Sym- 
metrale zusammenschrumpft. Für diesen Fall sind 
Sonderverfahren anzereben worden, deren eines 
weiter unten zum Verzleich herangezogen werden 
wird. Die unsymmetrischen Scheitel (Zwischen 
scheitel), deren Vorkommen übrizens merkwürdig 
wenie bekannt ist*), bereiten hingegen keine 
Schwierirkeit. 

Bei dieser Lage der Dinge empfehle ich. sich 
hloß die einfachste Krümmunzezskon- 
struktion einzuprägen, also die nnter dem 
Namen von Savary bekannte. Falls sie versagt. 
läßt sieh nämlich. wie ich zeizen will. dieser Man- 
rel mit einem ganz zeläufiren Hilfsmittel beheben 
so daß für die Scheitel eizentlich keine besondere 
Konstruktion zu merken ist. 

Wir bezeiehnen mit M und M, den Mittelpunkt 
des erzeusenden Kreises bzw. der Basis. mit P 
den Berührungspunkt beider Kreise. Die Sava- 
rysche Konstruktion. die zum beschreibenden 
Punkt 7 der Trochoidalen den Krümmunesmittel- 
punkt 7, liefert, ist in Abb. 1 dargestellt. Die 
Punkte dieser Konstruktion sind in die Abb. 2 





Abb. 1. Abb. 2. 


Abb. 1. Savarvsche Konstruktion des Krümmungsmittel- 
punktes To. Abb. 2. Grenzübergang zum Scheitel. 


I) Benennungen, aueh im folgenden, im Anschluß an 
FM. Wölffine: Berieht über den gegenwärtigen Stand der 
Lehre von den eyklisehen Kurven, Bibl. math. (3) 2 (1901), 
Ss. 235 bis 259. 

°) Vel. etwa A. Scehiebel: Zahnräder, 1. Teil, Stirn 
und Kegelräder mit geraden Zähnen, 2. Aufl., Berlin 1922, 
5. 34 

3), Quellenangaben bei E. Wölffing (siehe Fußnote D: 
Zusammenstellungen von Krimmungskonstruktionen auch 
beiıG. Koenigs: Lecons de einematique, Paris 18097, 8. 441 1T. 
und F. Wittenbauer: Graphische Dynamik, Berlin 1923, 
S. 41. 

4, Obwohl sie eingehend untersucht wurden in der 
klassischen Sehrift von G. Bellermann: Epieyeloiden und 
Iypoeyeloiden, Berlin 1567. Vgl auch G. Scheffers: 
Besondere transeendente Kurven, Eneykl. math. Wiss. Ill 
4, S. 180. 


übertragen (weiße Punkte). Liegt T nahe an MM,. 
so wird in Abb. 1 der Sehnitt bei 7, unsicher. Maı 
wird in diesem Fall zu einem Mittel greifen, das in de: 
darstellenden Geometrie ganz und zäbe ist, näm 
lich die Figur gewissermaßen durch eine Zylinder 
iupe (mit der Achse MM,) betrachten: oder mehı 
zeometrisch gesprochen: die Figur werde perspek 
tiv aftin ı_ MM, vergrößert. Dadurch entstehen 
die schwarzen Punkte in Abb. 2. 

Wandert nun T7T etwa auf einem beschreibendeı 
Kreis zeren den Punkt 5 von MM,. so denken wiı 
für Jeden Punkt des Weges T>S die Savary 
sche Konstruktion durchgeführt und immer so 
affin verzerrt, daß der T entsprechende Punkt 7 
stets auf die beliebiz aber fest zewählte Geradi 
9, MM, fällt. Dann konvergieren für T>S di« 
schwarzen Punkte offensichtlich zexzen die ein 
vretragenen halbschwarzen Punkte, deren Konstruk 
tion übrizens in Abb. 3 herauszezeichnet ist, uni 
f„ geht gegen den  Scheitelkrümmungsmittel 
punkt So. Zum Beweise dürfte es genügen, 
auf die inAbb.2 stark umrahmten Vierecke hinzu 
weisen. Ihre Seiten konvergieren so, wie die Pfeile 
andeuten. Man erkennt. daß diese Vierecke,. welche 
zwei schwarze Punkte bzw, Tu sowie drei halb 
schwarze Punkte enthalten. sich auf letztere zu 
sammenziehen. Hierauf beruht eben der Beweis 
von T,> So. Dabei wurde benützt. daß die Zu 
ordnung zwischen den Kurvenpunkten und ihren 
Krümmungsmittelpunkten stetige ist, eine nicht 
canz selbstverständliche, aber für zyklische Kurven 
jedenfalls erfüllte Voraussetzung. 

Das Ergebnis (Abb. 3) ist leicht zu behalten: 
man «denke für S die Savarysche Konstruktion 
durehgeführt und dann .„unendlich stark“ affın 














[RA33873) 
Abb. 3. Zwei Konstruktionen für die Scheitelkrüummung. 


vererößert, so daß S in einen beliebigen Punk! 
S° der Geraden SS’ _L MMo gelangt. 

In Abb. 3 ist noch ein zweites Verfahren °) zur 
Auftindung des Scheitelkrümmungsmittelpunktes 
S, zestrichelt eingetragen. Man könnte elementar 
reometrisch beweisen, daß beide Konstruktionen 
zum selben Punkt S, führen: aber die bloße Be 
trachtung der Abbildung genügt. sofern aus der 
topologischen Differentialgeometrie als bekannt 
vorausgesetzt wird, daß die Strahlen dreier 

5, W,Hartmann:Die Maschinengetriebe, 1. Bd., Stuttg 
und Berlin 1913, S. 86; G. Scheffers tsiehe Fußnote #) 
S. 190. Einfacher Beweis bei Reinhold Müller: Ein 


führung in die theoretische Kinematik, Berlin 1932, S. 2». 
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ischel ein Sechseckgewebe bilden ®). 
hb. 3 stellt in der Tat eine um den Punkt P ge- 
ichnete Wabe eines derartigen Sechseckgewebes 
ır. wobei Mo. 5°” und der uneigentliche Punkt 
Mu, die Träger der drei Strahlbüschel sind. 
Wenn, z. B. bei einer Verzahnung, der Maßstab 
‚ eroß gewählt wurde, daß die Radmittelpunkte 
und M, unerreichbar sind, so bleibt unsere Kon- 
truktion trotzdem ohne weiteres ausführbar, so- 
ald die Strahlen bekannt sind, die von einem 
ınkt der Polbahntangente nach M und M,„ zielen. 
ährend die zum Vergleich angezebene Konstruk 
on in diesem Fall versagt. 
Die Savarysche Konstruktion gilt bekannt- 
eh nieht bloß für die Kreisrollung:; sie ist auch 
eim Abrollen allzemeiner Polbahnen anwendbar, 
enn nur M, der Krümmungsmittelpunkt für die 
ıhn des Punktes M der Polbahnnormalen MM, 
t. Mit der Savaryschen Konstruktion bleibt 
‚ıch unser Verfahren zur Ermittlung der Krüm- 
nungesbeziehungen auf MM, aufrecht. Von den 
Punkten dieser Geraden befindet sich allerdings 
a. kein einziger mehr in einem Scheitel seiner 
bahn. 
Wien. Anton E. Mayer. 3538 


über den Begriff des Einheitsmotors. 


In seiner Abhandlung: „Motorrechnung, ein 
‚eues Hilfsmittel der Mechanik“ stellt Prof. R. 
on Mises den Begriff des Einheitsmotors in 
'oleender Form auf: 

„Wir wollen als Einheitsmotoren bezeichnen 
|. alle Motoren, für die 4,?—+ As?+-4,? == 1,also der 
tesultantvektor die Länge 1 hat. 2. alle Motoren. 
für de 4,=4=4,=0 und 4°? +4°+ 4 >51, 
I. s. die Translatoren. deren Momentvektor die 
Länge 1 besitzt.“ 

Kine solehe Definition des Einheitsmotors hat 
Kirenschaften, «die, im allgemeinen, der Ein- 
heit nieht eizen sind. Vor allem ist sie duali- 
tisch: sodann kann der Motor, dank (der Will- 
kürlicehkeit des Momentvektors im ersten Falle. 
loeh Einheitsmotor auch dann bleiben. wenn sein 
\lomentvektor ins Unendliche strebt: zudem. wie 
N, von Mises sieh ausdrückt: „für den Einheits- 
motor kein so einfaches und ansehauliches zeo- 
netrisches Gebilde eintritt wie die Raumrichtung 
‘ir den Einheitsvektor.“ 

In den nachfolzenden Zeilen zeben wir eine 
neue Definition des Einheitsmotors, welche die 
‚hen angeführten Eigenschaften nicht besitzt und 
nit einem einfachen und anschauliehen Gebilde 
erbunden ist. 

Stellen wir uns auf einer Geraden. welehe durch 
nen Punkt A des Raumes hindurchzeht. zwei 
sinheitsvektoren vor: der eine. W,. mit der Di- 
nension der Resultante und der zweite. MN, 
nit der Dimension des Momentvektors. Den Motor 
it der Resultante N, und mit dem Momentvektor 
kN), welehe die Größe haben: 


Rr—aR,, MEN IEMN, 


o a und zwei an die Relation a’ + P? = 1 gebun- 
‘ene Zahlen sind. nennen wir den Einheitsmotor 
nd bezeiehnen ihn mit o(-M), 
In der Annahme. daß 
a cos N. B=sin9, 
önnen wir stets die Vektoren des Motors in der 
orm 
N,cos Od. MM sin O 
ırstellen. 


%), Vel.W.Blaschke: Neue Strömungen der Differential- 
‘ometrie, Jber. deutsch. Math.-Ver. 40 (1931), S. 1 bis 15, 
Ss. 8. 3: 





Es ist nicht schwer aufzuzeigen, daß für jeden 
willkürlichen Motor Z(-N die folgende Gleiehung 


— 


SA) — x 0o(-1) 

gilt, wo x der skalare Multiplikator und 0-1) die 

dem gegebenen Motor entsprechende Einheit ist. 
Man kann die zeometrisehe Konstruktion eines 

geordneten (Geradenpaares, welches die Einheit 

des gegebenen Motors darstellt, in folzender 

Weise ausführen. 


d £ F 











ls sei AB (Abb.) der zerebene Motor und ab 
der kürzeste Abstand seiner Geraden. Die Lot- 
ebene von dem Punkte d (ad I) auf die Ge- 
rade 4 schneidet die zweite Gerade B in einem 
Punkte e. Das Lot von f (df= ad -=1) auf ab ist 
die zweite Gerade € des Einheitsmotors „IC. 

Für jede Gerade im Raume lassen sieh nur zwei 
unabhängige  Einheitsmotoren aufstellen: jeder 
dritte ist nur die lineare Funktion der beiden 
ersten. Für die Koordinatenachse, z. B. die 
r-Achse, kann man zwei Koordinateneinheits- 
motoren anführen: 


. A F ep u.; 
OÖxrusesı. at.a, tı, Öxr.« u 8,0, 45 

wo i und ö, Einheitsvektoren der Resultante und 

des Moments längs der z-Achse sind und die Ko 

effizienten A.Q0;; a”, ar (len Gleichungen 


eenüzen, 
Aus den Koordinateneinheitsmotoren lassen sieh 
die folzenden Grundeinheitsmotoren 


0,(1,0), 0, (9, 8,), 
Os (). 0), o,.V, h \, 
Gy | kV). 0,0, k,) 


absondern. 


Mit Hilfe von sechs Koordinateneinheitsmotoren 
läßt sich jeder Motor durch die Gleiehung 


._ 
Zz.(0) nz ‚ ’ 
Di 


$S/ 0x 7850y- 83, 0> + 5, 0 


aD 
3 "2 50x 850y 869: 


darstellen, wobei die $ı. Ss. SS. » . .. 85, als Koor 
dinaten des Motors hinsichtlich des zewählten 
Komplexes der Einheitsmotoren angesehen werden 
können. 

Wenn die Einheitsmotoren die Beileutune der 
(rrundeinheitsmotoren 9,. 02. 04. . .., 0, haben. so 


nimmt die vorstehende Formel die folgende Form: 


Br; 4,9, 40% 40957 4,09%, 44% As 


an und bildet die alzebraische Grundformel. 
welche jeden Motor durch die Koordinaten seiner 
Vektoren 

(A, A, As), IN® (A, Au As) 


eindeutige bestimmt. 


Belgrad. A. Bilimoviteh. 350 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


Dr. EUGEN SÄNGER, Ass. a. d. Techn. Hoch- 
schule Wien. Raketen-Flugrtechnik, 231. 


m. 92 Abb. u. 34 Zahlentafeln. München 1933. 


R. Oldenbourg. Preis zeb. 9.80 M. 

Der Verfasser hat sich die Aufgabe gestelit,. „das 
Problem des BRaketentluges in ernstzunehmende 
Bahnen zu lenken“, Man kann zugeben, daß ihm 
dies eelungen ist. Sein Buch enthält nur Über- 
leeungen. (die ganz im Rahmen der sichergestellten 
Ergebnisse der technischen Physik liegen.  Zu- 
nächst wird die thermodynamische Theorie des Ra 
ketenmotors entwickelt. Die konsequente Berück- 
siehtieung der Kompressibilität der Luft in der 
Theorie des Auftriebs usf,. wirft eine Reihe von 
Fragen auf, die verhältnismäßig noch wenig ge- 
klärt sind, In dem dritten Abschnitt des Buches. 
über Flugebahnen. könnte man nach mancher Rich- 
tung etwas weiter gehen: hier lieren Integrations- 
aufgaben vor, die keinesfalls unangreifbar sind. 
Das Buch wird für jeden, der an dem technisch 
interessanten Problem des Raketentluges weiter- 
arbeiten will, eine sehr nützliche Grundlage bilden. 


Handbuch der Experimentalphysik. Hrsg. v. 
W. WIEN + und F. HARMS. unter Mitarbeit von 
H. LENZ. Bd. 4 Hvdro- und Aerodyna- 


mik. 4. Teil: Rohre Offene Gerinne Zähig- 
keit. Hrse, v. Ludwie SCHILLER. bearb. v. 


Il. SCHILLER. F. EISNER. 8. ERK. VII 
719 S. m. 392 Abb. Leipzig 1932. Akadem. Verlags- 
eesellschaft m. b. H. Preis brosch. 65 M. zeb. 
67 M. 

Den früher hier besprochenen Teilen der Hydro- 
dvnamik-Serie des Handbuches schließt sich der 
vorlieeende letzte Band an. AX\ußeroridentliech vie] 
Material ist hier zusammengzetraeren in den drei 
Artikeln von L. Sehiller über Rohrströmung., 
von dem leider früh verstorbenen F. Eisner über 
offene Gerinne und von S. Erk über Zähigrkeits- 
messung, Die Verfasser, von ılenen der erst 
eenannte auch als Herauszeber zeichnet. konnten 
sich ganz auf die Wiedergabe experimenteller Er- 
eebnisse und Darstellung der Versuchsmethoden be- 
sehränken,. da in früheren Teilen über die verschie 
denen theoretischen Ansätze (der Turbulenz usf. 
sehon kurz beriechet worden ist. Im 1. Kapitel han- 
delt es sieh um ein einigermaben geschlossenes 
Problem. in dem man sehon zu einiger Übersicht 
der Tatbestände vorgedrungen ist, Bei den offenen 
Gerinnen wird noch eine eroße Zahl  isolierter 
Fraren besprochen. Erstaunlich ist, wieviel sieh 
über «(die verschiedenen Methoden der Zähigkeits- 
messung saren läbt. Dab dem jetzt abgeschlossenen 
vierteilieen Werk ein ausführliches Gesamtregister 
beisrereben wurde, erliöht seine Brauchbarkeit. 
Hoffentlich träet die mühsame und wertvolle Arbeit 
dazu bei. das Interesse an den hydrodynamischen 
Problemen noch zu steirern und den jetzt in Flub 
befindlichen Forsehungen neue Impulse zu geben?! 
wenn «dann vielleicht manches von dem im Hanıl 
buch gesammelten Stoff bald veraltet sein wird. 
werden sich der verdienstvolle Herauszeber und die 
Verfasser «dlamit zu trösten haben. daß sie an den 
neuen Fortsehritten wirksamen Anteil 2enommen 
haben. 


Dr. KONRAD KNOPP., ord. Professor der Mathe- 


matik an der Universität Tübingen. Theorie 


und A\nwendunge der unendlichen 
Reihen. 3. Aufl. Verlag Julius Springer, Berlin 
1031. VII + 582 8. mit 14 Textfiguren. Vreis 


31.60 M. 

Der erobe Krfole dieses Buches. (das schon in 
3 Auflaee erscheint. ist vor allem in der überaus 
klaren Darstellungsweise und in der großen Voll- 





ständigkeit der Stoffbehandlunge begründet, Siehe 
lich hat der Verfasser als Leser in erster Lin! 
Mathematiker und Studierende der Mathematik vo 
Augen gehabt. Aber auch jeder, der mit den Aı 
wendungen der Analysis zu tun hat, wird in de 
Buch reiehliche Aufschlüsse finden und es gern al 
Nachschlagewerk zur Hand nehmen. 

v. Mises 4 


ERNST ZIMMER, Umsturz im Weltbil 
der Physik. gemeinverständlich dargestellt 
Mit einem Geleitwort von Dr. Max Planck 
262 5. m. 58 Abb. München 1934. Verlag Knoı 
und Hirth. G.m.b.H. Preis zeh. 450 M.. Leine: 
3.70 M. 


Das Buch macht den Versuch, die Erzebnisse ıl 
modernen physikalischen Forschung  (Quante:ı 
theorie, Atombau, Materiewellen) für «den Nicht 
physiker darzustellen. Der Verfasser hat sein: 
schwierige Aufgabe mit großer Hingabe und guten 


(seschick angzerriffen. Wenn es auch bezweife! 


werden darf, ob ein vollkommener Laie sieh von ıle 
schwierieen Materie viel wird aneienen können. sı 
kann man doch erwarten. daß ein Leser. de 
physikalisch nieht ganz unvorgebildet ist, aus den 
Buche eine gute Vorstellune von (den Begriffe: 
Fıoblemen und Ergebnissen der modernen Physi 
bekommt. 


Dr. phil. W. SPÄTH, Theorie und Praxi 
ler Schwingungsprüfmaschinen,. Ah 
leitunz zur Ausführung und Auswertung dyna 
mischer Untersuchungen mit Hilfe künstlicher Eı 
schütterungen. Berlin 1934. Verlag Julius Springe: 
V1+98S. m. 48 Textabb. Preis 12 M. 


Das Buch zerfällt in zwei Teile. Im ersten Tı 


werden «die theoretischen Grundlasen behandelt un: 


die technischen Mebmöglichkeiten erörtert. Dis 


Darstellung der Grundlaeen ist etwas umständlieh. 


weil der Verfasser sich bemüht. die Lehre von de: 
erzwungenen >Schwinzungen „unter weiteehende: 
A\usschaltunez «der Keehnunze an Hanı von geo 
metrischen Beziehungen” zu erläutern. Wer sie 
heute mit Schwinzungsfragen wissenschaftlich b 
schäftigt. sollte sieh nieht scheuen, mit komplexeı 
Zahlen zu rechnen, insbesondere wenn er sieh di 
Vorteile ihrer zeichnerischen Darstellung in 
Vektordiaeramm sowieso zunutze macht. Sonst is 
ceeen die Darstellung des Verfassers nichts einzu 
wenden. bis auf «die kritischen Bemerkungen übe: 
die klassische Detinition der Dämpfung. denen de 
Referent nicht beizupftlichten vermag. Im zweiten 
Teile werden ausgeführte Schwingungsprü 
maschinen besprochen, Mebergebnisse mitgeteilt un 
auf die große Zahl von Anwendungesmögrliehkeiteı 
hingewiesen. Man erhält daraus eine dentlieh 
Vorstellunze von der Bedeutung «dieses heute 
wiehtir gewordenen Gebietes. Im ganzen kan 
vesart werden. dab das Buch. das eine Brücke vo 
der Theorie zur Praxis schlägt, zu beerüßen ist. 


„VDI-Jahrbuch 1934.* Die Chronik der Teehni) 
Format Din A 5. XI-+ 1809 8. Berlin 1934. VDI 
Verlae G.m.b.H. Preis brosch. 3.50 M.. VDI-Mii 
eljeder 3.15 M. 


Das Buch gibt in sehr übersichtlicher. lexiko1 
artirer Darstellung einen Überblick über (ıe wisse) 
schaftlichen und praktischen Fortschritte auf alle 
Gebieten (des Inzenieurwesens. \Wer sieh über die 
\rbeiten des letzten Jahres auf irgendeinem Teil 
vebiete unterrichten will. wird an dem Buche ein 
vorzügliche Hilfe haben. Über fünftausend Lit 
raturhinweise eben einen wertvollen Führer «dure 
das teehnisehe Schrifttum, der allen wilikomme 
sein wird, ‘lenen das regelmäßige Verfolgen (de 
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Literatur neben der Berufsarbeit heute nicht mehr 
möglich ist. Der Verein Deutscher Ingenieure und 
sein Verlag haben sich mit der Herausgabe des — 
auch noch billigen Bandes ein grobes Verdienst 
erworben. Trefftz. 440 


R. BECKER, 0. Prof. a. d. Techn. Hochsch. 
Berlin, Theorie der Elektrizität. Neubearbeitung 
des Werkes von M. ABRAHAM. Bad. II: Elek- 
tronentheorie. 6. vollständige neubearb. Aufl. 
d. Werkes v. M. Abraham. VII + 400 S. m. 86 Fig. 
im Text. Leipzig u. Berlin 1933. Verlag von B. 6. 
Teubner. Preis geb. 17 M. 


Während der erste Teil der Beckerschen Neu- 
bearbeitung dieses Werkes (vgl. die Bespr. d. 
/tschr. 13, S. 61) sich noch ziemlich eng an das 
ursprüngliche Vorbild, von M. Abraham, anschließen 
konnte, stellt der jetzige 2. Teil ein völlig neues 
buch dar. Dies ist in der Entwicklung (der Physik, 
aber auch in der früheren Anlage des Buches be- 
rründet. Abraham sah. hartnäckiger, als es schon 
dem «damaligen Standpunkt entsprach, «die Max- 
wellsche Theorie, verbunden mit einigen Zusatzan- 
nahmen, als die eigentliche Grundlage der Elek- 
tronentheorie an, und er wollte in diesem Sinn ein 
systematisches Gebäude erriehten. In der Zwischen- 
zeit ist Immer mehr einerseits die Relativitätstheorie, 
andererseits die Quantentheorie,. zu tiefergreifender 
(Grundlage geworden, der sich die Maxwellsche 
Theorie einordnen muß. Aber die Quantentheorie 
ist heute noch nieht so entwickelt. daß sie schon zum 
Ausganespunkt für ein solches Lehrbuch gemacht 
werden könnte, und sie wird daher auch vom Ver- 
fasser nieht ausführlich behandelt. Aber man weib 
heute aus den tatsächlichen ungeheuren Fortschrit- 
ten dieses Gebiets, welche der „klassischen“ An- 
sätze der Elektronentheorie auch quantenmäßig Be- 
deutung behalten. und welehe nieht. Dies, sowie (die 
stärkere Berücksichtigung des Experiments, ist der 
(sesichtspunkt, nach dem der Stoff der Neubearbei- 
tung begrenzt und in sich zusammengehalten wird. 
Obwohl bewußt in der Elektronentheorie die klassi- 
schen Ansätze benutzt werden, leuchtet doch (der 
Ausblick auf die Quantentheorie überall hindurch. 

Das Werk ist so einem, Handbuch ähnlicher ge 
worden, das durchweg die dargestellte Theorie als 
eine Grundlage der Theorie der Materie, nicht als 
Selbstzweck. behandelt. In diesem Sinn seien ins- 
besondere die folgenden Kapitel hervorgehoben, die 
den Unterschied gegen das ursprüngliche Werk 
charakterisieren: Das elastisch gebundene Elektron. 
die elektrische Polarisierbarkeit. die magnetischen 
Kirenschaften der Materie. Elektronentheorie der 
Metalle. Theorie der Hohlraumstrahlung, 

Die Darstellung ist überall ohne zu große Mühe 
verständlich, und der Umfang angemessen. Es ist 
zu hoffen und zu erwarten, daß das Werk mit Er- 
fole die Konkurrenz mit anderen aufnimmt. mit 
denen es sich im Inhalt z. T. überschneidet. Es 
kann zerade heute den angehenden Physikern, die 
häufige dazu neigen, nur die neuere, quantentheore- 
tische Denkweise zu bevorzugen, einen festen Boden 
auch für das Verständnis ihrer Entwieklung «eben. 


Leipziger Vorträge 1933. Magnetismus. Her- 
ausgegeben von Prof. Dr. P. DEBYE, Direktor des 
Physikalischen Institus der Universität Leipzig. VII 
+ 110 S. m. 47 Fig. Leipzig 1933, Verlag von >. 
Hirzel. Preis kart. 6 M. 

Die vorliegende Vortragssammlung, die, wie ihre 
Vorgänger (Bespr. d. Ztschr. 13. S. 328) in der 
Hauptsache den Zielen der Molekularphysik (dient, 
bringt zugleich auch für die technische Seite neue 
oder verschärfte Ergebnisse, z. B. Vorträge über die 
technische Magnetisierungskurve, die  Energetik 
ferromagnetischer Stoffe u. a. 


Breslau. F. Noether. 417 


Dr.-Inz. FRIEDRICH BLEICH, Stahlhoch- 
bauten, ihre Theorie, Bereehnung und bauliche 
Gestaltung, Zweiter Band. V + 376 S.m.5009 Abb. 
im Text. Berlin 1933, Verlag von Julius Springer. 
Preis eb. 46.50 M. 


Im zweiten Band behandelt der Verfasser die 
Dach- und Hallenbauten, die räumlichen Dachtrag- 
werke (Tonnen-,. Kuppel- und Turmdächer). und die 
l‚eitunes- und Funkmaste, unter Anführung von 
zahlreichen Beispielen aus der Baupraxis. Be 
achtenswert sind auch die Berechnungen zur Sta- 
bilität von Flechtwerktonnen und vom unsymme 
trischen Doppel-T-Querschnitt, die von H. Bleieh 
herrühren '). 

Wien. J. Ratzersdorfer. 


Ferner sind bei der Sehriftleitung folgende 
Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung 
bleibt vorbehalten): 


PIERRE DE FERMATS Abhandlungen 
über Maxima und Minima (1629) Aus «dem 
Lateinischen übers. u. m. Anm. versehen von Max 
MILLER. (Ostwalds Klassiker der exakten Wissen- 
schaften, Nr. 238.) 50 8. m. 19 Texttig. Leipzig 
1934, Akademische Verlagesees. m.b.H. Preis kart. 
320 M. 


ERNST ZIMMER, Umsturz im Weltbild 
der Physik, m. einem Geleitwort von Dr. Max 
PLANCK. 262 S. u. 58 Abb. München 1934, Verlag 
Knorr & Hirth, G.m.b.H. Preis geh. 4.50 M.. Leinen 
5.70. M. 


S. TIMOSHENKO, Professor der Mechanik a. d. 
Un. Michigan, Theory of Elastieity. 
X + 403 S. Engineering Societies Monographs, 
New York u. London 1934. MeGraw-Hiil Book Com- 
pany, Ine. Preis 30 sh. 


Dr. phil. WILHELM SPÄTH, beratender In 
genieur, Theorie und PraxisderSchwin- 
eungsprüfmaschinen. Anleitung zur Aus 
führung und Auswertung «dynamischer  Unter- 
suchungen mit Hilfe künstlicher Erschütterungen. 
03 8. u. 48 Textabb. Berlin 1934. Verlag von Julius 
Springer. Preis brosch. 12 M. 


Dr.-Ing. WALTHER KAUFMANN, 0. Prof. (der 
Mechanik a. d. Techn. Hochsehule München, An - 
gsewandte Hydromechanik. Zweiter Banll, 
Ausgewählte Kapitel aus der technischen Strömungs 
lehre. 289 8. u. 210 Textabb. Berlin 1934. Verlag 
von ‚Julius Springer. Preis broseh. 16.50 M., geb. 
IS M. 


M. LAGALLY, Mechanik und Thermo- 
dIvnamik des stationären Gletschers. 
(Sonderdr. a. Ergebnisse der Kosmischen Physik, 
II. Band.) 90 S. u. 13 Fig. Leipzig 1934, Akademi- 
sche Verlagsges. m.b.H. Preis broseh. 7 M. 


W. HEISENBERG, E. SCHRÖDINGER, P. .\. M. 
DIRAC, Die moderne Atomtheorie. Die 
bei der Entgegennahme des Nobelpreises 1935 in 
Stockholm zehaltenen Vorträge. 45 S. u. 6 Fig. 
Leipzig 1934, Verlag von S. Hirzel. Preis kart. 
250 M. 


Dr.-Ing. ERNST LEHR V\DI. Spannungs- 
verteilune in Konstruktionselemen- 
ten. Auswertune der bisheriren Forschungsergeb- 
nisse für die praktische Anwendung. im Auftrage 
des Vereins Deutscher Ingenieure ausgearbeitet. 
59 S. u. 179 Abb. im Text u. auf 9 Taf. Berlin 1934. 
VDI-Verlae G.m.b.H. Preis 750 M. 


1) Siehe den Berieht über den ersten Band auf S. 389, 
Bd. 13 (1933). 
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NACHRICHTEN 


Martin Schrenk f. 

Am 13. Mai 1934 verunglückte der Privatdozent 
an der T.H. Berlin, Dr.-Ing. Martin Schrenk. an- 
läßlich einer von Bitterfeld auszehenden Hochfahrt 
mit dem Freiballon „Bartsch von >Sigsfeld” tödlich 
im Alter von 37 Jahren. Der treibende Ballon kam 
erst in Sebesh (Rußland) zur Landung. In Schrenk 
verliert die Luftfahrtforschung einen sehr vielseitig 
berabten Ingenieur, der neben seiner Forscher- und 
Lehrtätigkeit auch praktischer Flieger und Kon- 
strukteur geblieben ist. Bereits an der Westfront 
als Fernaufklärungsflieger tätig, hielt Schrenk auch 
nach dem Krier der Luftfahrt die Treue, Nach Ab- 
schluß des Hochschulstudiums in Stuttgart und einer 
mehrjährigen konstruktiven Tätigkeit in der Flug 
zeueindustrie trat er im Jahre 1925 in die Deutsche 
Versuchsanstait für Luftfahrt ein, in der er bis zu 
seinem Tode als wissenschaftlicher Mitarbeiter tätig 
war. Eines seiner ersten Arbeitsgebiete war («lie 
Höhenflueforschung. Dabei hat er auch die Be- 
schaffung und Erprobung «des Höhenforschungs- 
ballons „Bartsch von Sigsfeld”, des größten deut- 
schen Freiballons. besonders gefördert. Später be- 
arbeitete er eine Reihe von Sonderfragen des Flug- 
zeugentwurfs, über die er auch an der T.H. Berlin 
lehrte. und wandte sieh zuletzt der Erforschung der 
vom Normaltlugezeuge entscheidend abweichenden 
Drehtlürelbauart (Autogiro) zu. Für alle, die Schrenk 
näher kannten. ist es besonders tragisch, dab in 
dem Augenblick, in dem er dureh praktische Förde- 
rung (des Autogirobaus in Deutschland ein neues 
sehr aussiehtsreiches Arbeitsgebiet mit der ihm 
eieenen Initiative und Beharrlichkeit angepackt 
hatte, sein früheres Arbeitsgebiet der Höhenforschung 
plötzlich sein Leben forderte. Durch zahlreiche Ver- 
öffentliehungen ist Schrenk auch über den engeren 
Fachkreis hinaus bekannt geworden, zumal das Ver- 
ständnis seiner Arbeiten dureh seine klare Dar- 
stellungsart wesentlich erleichtert wurde. 

Berlin-Adlershof. Franz Michael. 42 


Der vierte Internationale Kongreß für angewandte 
Mechanik 

findet vom 3.bis®. Juli in Cambridge (England) statt. 
Das Internationale Komitee hält eine Sitzung am 
3. Juli, vormittags 11 Uhr, ab, die Sitzungen des 
Kongresses beeinnen am Nachmittag desselben 
Tagres. Die folgenden allgemeinen Vorträge sin 
für den Kongreß in Aussicht genommen: 

J. P. Den Hartoxe, Vibration Problems in 

Engineering. 

Th. von Kärmän, Turbulenee, 

FE. Sehmidt. Wärmeübergang. 

H. Waxner, Über das Gleiten von Körpern auf 

der Wasserobertläche. 

\V\‚Bush,Reeent Progress in Analyzing Machines. 

A. Cagquot,. Definition du domaine £lastique 

dans les corps isotropes Courbes intrinsi 
ques de resistance £lastique apparant, et de 
resistance elastique vraie (endurance), 

B. Il. Tailor, Structure of metals. 

Für die Einzelvorträge sind vier Sektionen vor- 
oesehen:  NRationelle Mechanik. Mechanik der 
lüssiekeiten. Mechanik «der Werkstoffe, Wasser- 
wellen. Die Sitzungen finden in den Hörsälen der 
Ingenieurabteilunge der Universität statt. 

Mit dem Kongreß wird eine Ausstellung von 
Apparaten verbunden sein. 

Die Berliner Ortsgruppe der G.A.M.M. wird ver- 
suchen. eine Gemeinschaftsreise zu  verbilligtem 
l’reise einzuriehten. Auskunft durch den Geschäfts- 


führer der Ortsgruppe, Dr.-Ing. H. Fromm, T.H. 


Berlin-Charlottenburg, Berliner Str. 171/2. 


Preisausschreiben. 

Der Reichsverband der Deutschen  Luftfahrt- 
industrie, der Reiehsverband der Automobilindustrie, 
der Deutsche Verband Technisch-Wissenschaftlicher 
Vereine und der Verein Deutscher Maschinenbau- 
anstalten haben das folgende VPreisausschreiben er- 
lassen: 

Aufgabe: 

(resucht wird ein möglichst einfaches und schnell 
arbeitendes praktisch brauchbares Verfahren, um 
einen Einblick in den räumlichen Spannungsverlauf, 
vor allem der Oberfläche in dynamisch beanspruch- 
ten Bauteilen bei tatsächlich betriebsmäßiger Be- 
anspruchung erkennen zu lassen. Das Verfahren 
muß einen Fortschritt gegenüber den bisher be- 
kannten darstellen. . 

Die Bewerbungen müssen bis zum 1. Oktober 
1434 an die Geschäftsstelle des Preisausschreibens 
beim Heichsverband der Deutschen  Luftfahrt- 
Industrie, Berlin W 35, Blumeshof 17, eingesanilt 
sein. Das Preisgericht behält sich eine Verlänge- 
rune der Frist werebenenfalls vor. 

Die Entscheidung des Preisgeriechts erfolgt unter 
Ausschluß des Rechtsweges. Die Namen der Preis 
trärer werden in der technischen Presse veröffent- 
licht. 

Für die Lösung der Aufgabe sinid 

Preise in Höhe von inseesamt M. 20 000. 
vorgesehen, und zwar 

ein erster Preis in Höhe von M. 10000, 

zweiter z Mr ” 7000. 
dritter u m ir “53000, 

Die Preise gelangen nur zur Verteilung, wenn 
brauchbare, vollständige Lösungen vorliegen. Bei 
Teillösungen entscheidet das Preisgerieht über ie 
Höhe der zu bewilligenden Preise 

Das Preisgericht setzt sich zusammen aus den 
Herren 

Prof. Dr. Kutzbach,. Dresden. 
Dr.-Inze. K. Daeves, Düsseldorf. 

Prof. Dr. W. Hort, Berlin. 

Prof. Dr. F. Körber. Düsseldorf. 
Dipl.-Ing. ©. Kurtz, Berlin-Adlershof. 
Dr. Lehr, Berlin, 

Dr.-Ing. W. Riehm. Augsburg, 
Dr.-Ine. F. Seewald. Berlin-Adlershof. 

(Nähere Erläuterungen zum  Preisausschreiben 
können vom Deutschen Verbande Technisch-Wissen- 
schaftlicher Vereine, Berlin NW 7. Ingenieurhaus. 
bezogen werden.) 


Gesellschaft für angewandte Mathematik u. Mechanik. 

Die Gesellschaft wird voraussichtlich ihre «dies- 
jährige Tagung und Hauptversammlung gemeinsam 
mit dem Mathematikern und Physikern in der Zeit 
vom 9. bis 14. September in Bad Pyrmont abhalten. 
Herren, welche beabsichtigen, einen Vortrag zu 
halten, werden gebeten, denselben bis spätestens 
15. ‚Juli mit Angabe des Themas bei dem Unter- 
zeichneten anzumelden, 


Prof. Dr. ©. Weber, Dresden-A., Hindenburgstr. 15. 


Ortsgruppe Berlin. 

\m 21. Juni hält Hr. Dr. ®©. Emersleben- 
Berlin in der Techn. Hochschule Charlottenburg 
einen Vortrag über „Die Abhängigkeit des Verstär- 
kungsgrades und des inneren Widerstandes einer 
Verstärkeranordnung von der Röhrenkennlinie*“, 





Für die Sehriftleitung verantwortlich: Professor Dr. E. Trefftz, Dresden-A. 24, Kulmstr. 1: für den Anzeigenteil: 


Peter Valerius, Berlin NW 21. 1. Vj. D.A. 1100. — 


Druck von A. W. Ziekfeldt, Osterwieck am Harz. 
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